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Sätze ans der Theorie der Fnnktionen einer komplexen 

yeränderlichen GrSsse. 



BoBSK, eil. Funktionen. 



1. Wenn die unabhängige Variable x alle reellen Werte 
von — cx) bis +00 durchläuft, so kann man ihren Wert- 
vorrat bildlich durch die einfach unendlich vielen Punkte 
einer Geraden darstellen. Nehmen wir aber ^== x -{- iy 

{i = y — 1) als unabhängig veränderliche Grösse, in welcher 
X und y reelle Grössen sind, so reichen wir mit der Darstellung 
dieses, zweifach unendlichen Wertvorrates des js? nicht mit den 
Punkten einer Geraden aus und gehen daher zu einem Ge- 
bilde, welches zweifach unendlich viele Punkte enthält, zur 
Ebene über. Legen wir in der Ebene ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem fest, so ist jeder Punkt durch seine Koordinaten 
X und y bestimmt; umgekehrt bestimmt jeder Punkt ein x 
und ein y. Durchlaufen x und y unabhängig von einander 
alle reellen Zahlen von — cx> bis -f- ^^; so werden die zuge- 
hörigen Punkte alle Punkte der Ebene erschöpfen. Wir 
ordnen nun jedem Punkte der Ebene mit den Koordinaten 
X, y den Wert = x -\- iy zu und haben so das Wertgebiet 
der Variablen auf die Punkte der Ebene eindeutig bezogen. 
Wir wollen diese Ebene kurzweg die 
;6f-Ebene nennen und den Punkt mit 
den Koordinaten (x, y) mit be- 
zeichnen. Wird 0;8i = p, <^;efO x=(p 
gesetzt, so ist (Fig. 1) 

z = Q (cos q> -\- i sin 9), 
wobei 



9 = y^^ + 2/% tg9 = 



X 




Fig. 1. 



ist. Q heisst der Modul von z und soll auch durch \z\ 
zeichnet werden, q> die Amplitude von z. Setzt man 

g = log (cos 9 -f- i sin 9), 



be- 



1* 



Einleitung. 



SO ist 



dg — sin qp + * ^^^ *P 






dq) cos tp -\- i sin 9 

g = iq) ^ c = log (cos 9 + i sin (p) und für 9 = .... c 
Daher ist cos 9 + i sin 9 == ^^ und mithin 

Diese drei Darstellungen der complexen Grösse 

=z X -]- iy = Q (cos 9 + i sin 9) = ()e*> 



=0. 



X 



werden im Folgenden abwechselnd gebraucht werden, 
sei bemerkt, dass 

e»(y+^) = — ^<p 



Es 



7t i 

e = t: 



--Tti 



-r = — i ist. 



Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
der komplexen Grössen kann, wenn man unter ^ die Strecke 

^ OZ nach Sinn und Richtung 
auffasst, einfach durch die für 
die Operationen mit solchen 
Strecken geltenden Sätze veran- 
schaulicht werden. So ist 




d. h. 0Z_= O0j^ + 00^ oder die 
Strecke OZ ist die Schlussseite 



des Dreieckes, dessen Seiten 0^^ 

und OjSig sind; also ist der Punkt Z der Eckpunkt des Pa- 

rallelogrammes über O^j^, 0;er2- 
Ist 



z' = ^1 — ^2 = (^1 — ^2) + Hvi — y^) = '^^'^ 



wobei 



r = y(x^ - x^y + (yi - y^Y 
so erkennt man^ dass r gleich der Länge der Strecke 0^ 
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Fig. 8. 



und q> der Winkel, den die Strecke z^z^ mit der positiven 
Achse bildet, ist. Also ist OZ' parallel zu g^^i (ß^S- 2). 
Es folgt 

OZ' = 0^1 — 0^2 = 00^ + z^Oy 
was die Regel für die Subtraktion der Strecken bedeutet. 

Zur Ausführung der Multiplikation muss der Einheits- 
punkt festgelegt werden. 
Ist dann (Fig. 3) 

Z2 = 92^**^* 

so ist 

d. h. Z hat die Amplitude (pi + ^2 

und den Radiusvektor q^q^ *^ ^> 

also ist Q^: P = 1 : Qi, d. h. die Dreiecke (Fig. 3) ZO02 und 

ZiOl sind ähnlich. 

Für die Division ist 

Der Modul ist gleich dem Quo- 
tienten der Modulen und die Am- 
plitude ist gleich der Differenz 
der Amplituden, also gleich dem 
Winkel z^Oz^ (Fig. 4); es ist also 

P = — oder P : 1 — 9^ : pg, 

d. h. das Dreieck Z0\ ist ähn- 
lich dem Dreiecke z^Qz^^ was 
wieder die graphische Ausführung der Division lehrt. 
Setzen wir 




Fig. 4. 



Z^ — Z 
Z^ — Z 



Qie 



92« 



•Vi 



92 ' 



so wissen wir, dass q^ und Q2 ^^® Strecken zz^ und Jz^ sind, 
^1 und ^2 ^^^^ ^^® Neigungswinkel dieser Strecken gegen 
die positive aj-Achse. Es ist also ^^ — ^2 der Winkel, 
welchen die Strecken mit einander bilden. Hieraus erkennt 

man, dass im Falle der Quotient — reell sein soll, 

' z^ — z ' 
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^1 — ^2 = ^^ s®^^ muss, wo 7c irgend eine ganze Zahl be- 
bedeutet, da dann -^-^ — = ( — l)*" — wird. 

Wenn aber ^^ = ^g + ^^ ^^) dann müssen die PtinJcte 
Zj ^1, ^2 ^^ derselben Geraden liegen, da nur dann die Richtung 
z^i und 0^2 ^^* <^®^ iT-Achse denselben Winkel bilden oder 
einen um 180® verschiedenen. 

ümgekehTt: Liegen drei Punkte is, 0^, z^ in einer Geraden, 

so ist der Quotient ^ ~ — der entsprechenden komplexen 

Grössen reell, 

2. Nachdem wir so eine einfache geometrische Dar- 
stellung der complexen Variablen z erhalten haben, wollen 
wir zu den Funktionen dieser Variablen übergehen. Wir 

definiren f(z) als Funktion von z, wenn J"^^ von dz unab- 
hängig ist. Da nämlich z =: x -{- iy ist, so wird 

w = f{z) = fix + iy) 

eigentlich eine Funktion der unabhängigen Variablen x und y, 
und es ist daher 

dw , dw , dw . dw dy 

dw dx dx ^ dx dy dx ^ 

dz dx '\- idy i j_ • ^2/ ' 

dx 

also würde -^ von -^ d. h. von der Richtung, in welcher 

wir das dz nehmen, abhängen, wenn w eine ganz beliebige 

Funktion von x und y wäre. Damit aber —j- von -^ un- 

^ dz dx 

•,7 .. . . dw . dw 7 7 .7 

abhängig sei, muss -^ = t -j—, denn dann unrd 

dw dw 1 dw 

dz dx i dy ' 

also von dx sowohl als von dy unabhängig. 

Ist umgekehrt w eine Funktion von x, y und ist 

dw 1 dw 

dx i dy ' 

SO ist w eine Funktion von z, d. h. es kommt in w das x und 
y nur in der Verbindung x + iy vor, oder wenn ich z = X'^iy 
setze und /ch führe in e<? = f{x, y) x ^^ z — iy ein, so dass 
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ich w^==^f{z — iy) = /i (z, y) erhalte, so darf /i y nicht mehr 
enthalten. Diess ist aber leicht zu zeigen. 
Es ist 



Da 



ist, also 



ferner 



. dw dw 

dx dy 

dw = -ö— dZy 



da /i eine Funktion von z und y sein soll, daher 

und da und y unabhängige Variable sind, da es x und y 
waren, so folgt -ß- = 0, d. h. /"^ enthält y nicht, ist also 

Funktion von allein und es ist daher 

dfi dfi dw^ 

dz dz dx 

So ist M? = a;^ + y^ + 2xyi keine Funktion von x + iy. 
Denn es ist 

-97 = 2(y + ix) 

also nicht gleich 2(y + ix). 

Hingegen ist w ^^x? — y^ + 2ixy eine Funktion von 
^ + *y> denn es ist 

-a7 = 2(— y + ^a;) 

*-ä^ = 2(-y + ea;) = -g^, 
in der That ist 



8 Einleitung. 

w; = (a? + iyf = ^ 

dw c% c% r I • \ ^^ 

— = 2z = 2{x + iy)^j^. 

Die Bedingung i -^ ■== -ö— ist also nothwendig und hin- 
reichend dafür, dass die Funktion w von x und y eine Funktion 
von X + iy ist. Wir sehen also, dass die Funktionen eines 
komplexen Argumentes spezielle Funktionen zweier reeller 
Variablen {x, y) sind. 

Ist nun w = f{0) eine Funktion der komplexen Variablen 
== X -\- iy^ so ist auch = q>{w) eine Funktion der kom- 
plexen Variablen w =^ u -{- iv, wo u und v reelle Grössen 

sind. Denn da -j- von dz unabhängig ist, wohl aber dw 

von dz abhängen muss, so ist auch -^-- von dw unabhängig, 

d. h. z ist eine Funktion des komplexen Argumentes 
w=xi + *^* ^i^* anderen Worten: jede Funktion w von 
z = X -{- iy kann in die Form w ^u -{- iv gebracht werden, 
in der u und v reelle Funktionen von x und y sind. 

Aus der Bedingung i -^ = -g — folgt nun 

* / ^^ I • ^^ \ ^u I . dv 

\dx ^ dx) dy ^ dy ' 
oder 

du ^ ^ du_^ __ _a«7_ *) 

^a: dy ' dy dx 

und hieraus folgt 

aa;* "• at/« ™ ' 

aa:* ' dy^ 

Von der Differentialgleichung -«—5- + -j-t = 0, welcher dei 

reelle Theil der Funktion w = u -\- iv von z = x -\- iy ge- 
nügt, ausgehend hat Biemann, (1851) in seiner Dissertation, 



*) Ist nämlich F -\- iQ = und P und Q reell, so muss P = 0, 
§ = sein, denn aus P= iQ folgt P* + §* = 0, was bei reellem 
P und § nur durch P = 0^ Q =^ erfüllbar ist. 

Ist also p -{- iq =^ p -{- iq\ so muss p = p , q ^= q sein. 
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die Grundlagen einer allgemeinen Theorie der Punktionen 
einer komplexen Variablen begründet. 

3. Wenn man w = f(0) = w + iv setzt und die reellen 
Grossen Uy v als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in 
einer Ebene w deutet, so wird jedem Punkte ^^ x -\- iy der 
;e?-Ebene im Allgemeinen ein bestimmter Punkt w=^f(z)=^U"\-iv 
in der w-lSbene entsprechen. Die ;^-Ebene wird also durch 
w = f(ß) auf die w-lShene in bestimmter Weise abgebildet. 
Wir wollen diese Art Abbildung näher betrachten. Es möge 
dem Punkte z der ;8f-Ebene der Punkt w der w-^hene ver- 
möge w = f{0) = M + *^ entsprechen. Dann wird einer 
unendlich kleinen Aenderuug des im Allgemeinen eine 
unendlich kleine Aenderung des w entsprechen, d. h. den 
Punkten 0'z'', die dem Punkte uuendlich nahe sind, werden 
zwei Punkte w'w'' entsprechen, die dem Puukte w unendlich 
nahe sind. Nun ist 



dw 
dz 



w — w 

z —z 



w 



// 



w 



z' — z ' 



da 



dw 
dz 



von der Richtung der Aenderung des z unabhängig 



dw 



ist Ist nun -?— weder null noch unendlich, so folgt aus 

az 



w — w 

w' — w 
w" — w 



w 



tf 



w 



—77 

z — z 



z — z 

Z'^-'Z 



oder 



ww zz .,,. 

— tt '~~~ff 

ww zz 



o 



'dir,' 



o 






// 



loJubenc/ 



u 



xEbcnc' 



a> 



Fig. 6. 



wenn (Fig. 5) ww^ ww\ 

0/, Zfi' die Strecken 9 und ^, die Winkel w'ww res. /'js?/ 
sind. Aus der vorstehenden Gleichung folgt aber, dass 



ww zz 

■=7, = -=^^ 9 
ww zz 



t, 



ist, d. h. die unendlich kleinen Dreiecke w" ww und z' zz 
sind einander ähnlich. 

Die Abbildung der z-Ebene auf die w-Ebene ist also der- 



dw 



artig, dass einzelne Punkte ausgenommen (in denen -j- null 



dz 
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oder unendlich ist), Äehnlichkeit in deti kleinsten Theüen 
stattfindet. 

Diese Art von Abbildung nennt man eine isogonale und 
wenn diese Abbildung nur in einzelnen Punkten Ausnahme 
erleidet, eine con forme*). 

4. Wir geben einige Beispiele dieser Art von Abbildung. 

Es sei m; = — • Dann werden den reellen Werten von ;?= x 



z 



reelle Werte von «<; == m = — entsprechen und den rein 




X -Ebene- 




w-£bent 



Fig. 6. 



imaginärenWerten;8i=iy werden rein imaginäre w='iv'= 

y 

zugeordnet sein. Deuten also die Buchstaben an den Achsen die 
positiven Richtungen an, so werden vermöge w; == — die posi- 
tive w-Achse der positiven a;-Achse, aber die negative t;-Achse 
der positiven y- Achse entsprechen. Ist Oao = 1 und Ä der 
mit dieser Länge beschriebene Kreis, so ist ;s? = a = e'^', und 
der entsprechende Punkt a' = w = e'^^'P liegt daher auf einem 
Kreise Ä' vom Radius 1, hat aber die negative Amplitude. 
Bewegt sich also a in der jS^-Ebene von a^ aus im positiven 

*) Vergleiche über diesen Gegenstand : Gauss: Allgemeine Lösung 
der Aufgabe: die Theile einer gegebenen Fläche so abzubilden, dass 
die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich 
wird. Schumachers Astronomische Abhandlungen 3. Heft. Sowie 
gesammelte Werke Bd. IV, S. 193. Dur^ge: Elemente der Theorie 
der Funktionen einer komplexen yeränderlichen Grösse. Leipzig 1864. 
Holzmüller: Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandt- 
schaft. Leipzig 1882^ u. a. 
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Drehongssinne, d. h. von der positiven a;-Achse zur positiven 
y-Achse, so wird der entsprechende Punkt a im negativen 
Sinne den Kreis ft' durchlaufen. 

Allen Punkten der je?-Ebene, die ausserhalb des Kreises 
Ä liegen, entsprechen Punkte der «<;-Ebene innerhalb Ä', und 
umgekehrt: Punkten innerhalb Ä entsprechen Punkte ausser- 
halb Ä'. Denn ist 

z = 96*^, so ist w '= — er*^ 

und wenn p > 1, so ist — < 1 , der Punkt w liegt innerhalb 

^'; ist 9 < 1, so ist — > 1, der Punkt w liegt ausserhalb Ä'. 

Es wird also die ganze unendliche ;ef-Ebene ausserhalb ^ 
auf die endliche Kreisfläche innerhalb Ä abgebildet und dem 
Punkte ;8f = 00 entspricht der Punkt w = 0. Jeder Richtung, 
in der z ins Unendliche wächst, entspricht eine bestimmte 
Richtung, in der iv sich der Null nähert, und je zwei 
Richtungen des w bilden denselben Winkel mit einander, wie 
die entsprechenden Richtungen von z. 

Hieraus ist ersichtlich, dass bei unserer Deutung der 
komplexen Grösse z der Wert z = 00 ein einziger bestimmter 
Punkt ist, dessen Umgebung auf die Umgebung eines be- 
liebigen Punktes in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet 
werden kann. 

Wir setzen zweitens 

a + ^z 

wo «, /J, y, 8 reelle oder komplexe Konstanten bedeuten 

sollen. Wir untersuchen vorerst, ob -5— null oder unendlich 

' az 

werden kann. Es ist 

dw Py — ad 

"dF ~ (y + 8zy ' 

also kann -r— = werden für z = 00, d. h. die Umgebung 

des Punktes z = 00 könnte möglicher Weise nicht in den 
kleinsten Theilen ähnlich auf die Umgebung des Punktes 

w => ^ ^ welcher z = 00 entspricht, abgebildet werden. 
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Wir setzen ;8f' = — , dann wissen wir, dass die üm- 

gebung von jsi = oo isogonal auf die Umgebung von / = 
abgebildet wird. Können wir nun zeigen, dass die Um- 
gebung von 0' = auf die Umgebung w = -^ in den 
kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird, so wird auch die 
Umgebung von j? = 00 auf die Umgebung von w; = -^ in 

den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet. 
Nun ist aber 

^ — y + d0 "" y^' + d ^~ z' > 

also 

dw _ ((3y — ad) 

dz' ~ {yz — d) 

und ^— r für ;ef'=0 endlich, daher die Abbildung der Um- 
gebung von / = auf w = ^ in den kleinsten Theilen 
ähnlich. 

Es wird ferner -5— = 00 für = — Z , also könnte 

az o ' 

die Abbildung der Umgebung des Punktes = — ^ eine 
Ausnahme erleiden. Da aber dieser Punkt zum entsprechen- 
den hat w; = 00, so führen wir wieder w = — r ein und 
ersehen, dass für 



' == J_ = y + *^ 



für welches 



w u -{- ßz ' 

dw' ccd — ßy 

~äz' "" (a 4- ßzY 



für z = — ~ endlich ist, die Umgebung des Punktes 

z = — ^ auf die Umgebung «c;' = in den kleinsten 
Theilen ähnlich abgebildet wird, d. h. dass auch die Um- 
gebung von z = — -|- auf die Umgebung von w = 00 iso- 
gonal abgebildet ist. 
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Die lineare Funktion w = " , f hildet daher die z-Ebene 

y + Sz 

ausnahmslos in den kleinsten Theilen ahnlich auf die w-Ebene ab. 

Da aus 

a + ßz 
y -{- 8z 



Z = 



a — yw 



folgte so ergiebt sich, dass auch die ec;-Ebene auf die ;sr-Ebene 
ausnahmslos in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet 
wird durch die Funktion 

a + p0 

W = — — J-- 
y -f- oz 

Um die Art dieser Abbildung näher zu betrachten, sollen 
den Punkten 01,1^27 H ^^® Punkte w^^w^^ w^ entsprechen. Diese 
Festsetzung können wir in beliebiger Weise machen, da durch 
sie die drei willkürlichen Eonstanten a : ß :y : d festgelegt 
sind. Es ist nämlich 

dw0 -^ yw — ßz — a = 0, 

also für entsprechende Punkte 

8w^z^ + yw?i — ßB^ — a = 
* *M?2^2 + y^i — ß02 — a = 
^W's^s + y^si — ßZü — a = 0. 
Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen tf, y, — ß 



ay so erhält man in 



WB 



W 



z, 1 



w^z^, 
w^z^, 



Wl, Z^y 

^2} ^2; 



w. 



8; ^S) 



1 
1 
1 







die lineare Belation, welche zwischen je zwei entsprechenden 
Punkten w, z stattfindet. Durch eine einfache Reduktion 
kann man derselben die Form geben: 



Z — Xfj W — W2 










Z — Z^ W — Wg 
Zi — Z^ Wi — Wj 


Z — Xfj Wi — w^ 

Z — Z^ V3^—W^ 


^1 
^1 


-H 
-h 




Z^ — «fg «^1 — «^8 











oder 
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W — M72 W?! — Wj 



Z — Zo Zi — Zc 



W tüg Wl W^ 



Z — Zq Zi z^ 



z — ^ z z — z 

Bezeichnet man den Quotienten _ ^ : * _ ^ als „Doppel- 



Zq 01 



verhältnis^^ der vier Punkte ^,^1,^27^3*)? ^o sagt die obige 
Gleichung aus, dass durch die lineare Beziehung der z-Ehene 
auf die w-Ebene das DoppelverJiältnis ungeändert bleibt 

Wenn man in f(z) für den Ausdruck w = " T ^ einsetzt, 

I \ / y -^ dz ^ 

SO sagt man, man habe z lineqr subsHtuirt^ und daher: „Das 
Doppelverhältnis von vier Funkten wird durch lineare Substitu- 
tion nicht geändert/^ 

Sind z^j 02) ^3 festgelegt, denen w^j w^^ w^ entsprechen 
sollen, so giebt uns obige Gleichung den Punkt w^ welcher 
dem Punkte entspricht. 

Wir drücken das Doppelverhältnis durch die Modulen 

und die Amplitude aus. Es ist 




z — z, 



z^z 






01 02 



03 






^1 ^3 Z^Zi 



wobei 9? und 9?^ die Winkel 0^002 und 0^0102 
im Sinne der Pfeile (Fig. 7) genommen sind, 
also demselben Sinne nach.. Es ist alsO) 
wenn analog für 

gesetzt wird, 



Fig. 7. 



WqW W^Wi ZqZ Z^Zi 



Setzen wir nun voraus, dafs die vier Punkte 0, 0^y 02, % 
auf einem Kreise liegen, so wird 9? = 9?i, d. h. das Doppel- 
verhältnis * s= r, wo r eine reelle Grösse ist. üm- 

— 03 ' 

gekehrt: ist das Doppelverhältnis von vier Punkten reell, so 
liegen diese auf einem Kreise. Daher liegen die vier Punkte 
w,Wj^, W2, Wqj welche den vier Punkten 0, 0^, 02, 0^ eines Kreises 
entsprechen, selbst auf einem Kreise, wie auch daraus folgt, 
dass aus 9? = 9^ auch ^ = V'i sich ergiebt. 

*) Möbius, Crelle'sches Journal Bd. IV. S. 101 u. ff. — Wede- 
kind, Math. Annal. Bd. IX. S. 209. 



Einleitung. 15 

Durchläuft der Punkt z den Kreis Ä, welcher durch die 
drei Punkte z^, z^, z^ bestimmt ist, so durchläuft w den Kreis 
Ä', welcher durch die drei Punkte w^, w^, w^ gelegt ist. Es 
könnte hierbei eintreten, dafs w für einen speziellen Wert 
Ton z unendlich würde, was aus 

y -^ dz S 

folgt. Dann ist aber 

\«7 — Wj tl7, — W^/u) = <x> W?i — Wj ' 

d. h. die Punkte w^, w^, w^ liegen auf einer Geraden. Da nun 

w, — w^ 

-' = r. 

Wl — «?2 

und 

W — Wo Wt — Wq 

= r 



W — Wq W7j — W^ 



für alle Lagen von w ist, so ist 



w — W2 r 

w — Wq rj 



d. h. der Punkt w liegt mit w^w^ immer auf einer Geraden, 
auf welcher auch w^ liegt. 

Mit anderen Worten: Den Kreisen der z-Ebene, welche 

durch den Punkt z = — ^ gehen, entsprechen in der w-Ebene 

Gerade, 

Umgekehrt entsprechen den Geraden der ;2f-Ebene, für 

die ja sowohl als reell ist, also auch 

z — z^ z^ — z^ 

Z — Z2 ^1 — ^8 W? — tüj Wi — Wq 



Z — Z^ Zi — Z^ t«7 — Wg w^ — w^ 

reell wird, in der w?- Ebene Kreise, welche alle durch den 
Punkt gehen, der dem Punkte z = 00 entspricht, d. h. durch 
den Punkt 

\y + Sz)z=c^ 8 

Allen Kreisen und Geraden der w;-Ebene werden auch 
Kreise der jsr-Ebene entsprechen, und den Kreisen, welche durch 

den Punkt w = ^ gehen, entsprechen Gerade in der js?-Ebene. 
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Den Geraden der w; -Ebene, welche durch den Punkt 
w ^= j gehen, entsprechen Gerade der ;ef-Ebene, welche durch 

den Punkt is = — j gehen. Diese zwei Büschel von Geraden 

sind die einzigen einander entsprechenden Geraden in der Ver- 
wandtschaft der beiden Ebenen, 

Die Beziehung, in der die Ebenen stehen, nennt man die 
MÖbitis'sche Kreisverwandtschaft. 

In te; e= " "]" ^ haben wir eine Funktion von z kennen 

gelernt, welche die Ä^-Ebene ausnahmslos so auf die w^-Ebene 
abbildet, dass Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen statt- 
findet. 

Dass eine derartige Abbildung mittels einer Funktion, 

für welche j- in einem Punkte null oder unendlich wird, 

az 

nicht notwendig stattfindet, zeigen wir mittels der Funktion 

w = yi^^z = (1 - z)^, 

in dem wir festsetzen, dafs w; = 1 für js = ist und dass 
von j8f = an j8f stetig fortgesetzt wird, wodurch auch w 
stetig sich ändert. 

Nennen wir alle Punkte z, welche innerhalb eines Kreises 
liegen, der mit dem Badius q um den Punkt a geschlagen mrd, die 
Umgebung des Punktes a, so können wir sagen: Die Um- 
gebung des Punktes z ^= wird auf die Umgebung des 
Punktes i«; = 1 in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet, 
so lange p < 1 ist. Denn für 9 < 1 ist 

dw 1 1 

stets endlich, da 



|;8?| = |^et9 =9<i 

ist. Für z = 1 sehen wir, wird -^ = cx), also ist jet =» 1 ge- 
rade ein Ausnahmspunkt, den wir näher betrachten wollen. 
Wir setzen zu diesem Zwecke 

z = l — 9e»>, 
also 
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Entspricht nun dem Punkte 9 = 0, ^^ = \ — q der Punkt 
w^ = Q^j so wird dem Punkte iS^o = 1 — Q^'f der Punkt 

f4)^ = Q^e ^ entsprechen, d, h. 
der Winkel WiOWq, Fig. 8, den 

die Richtungen Otv^ und ÖWq 
in der i«;-Ebene bilden, ist nur 
halb so grofs, als der Winkel, 

den die Richtungen l0^ und IZq 
mit einander in der ;s?-Ebene 
bilden. Hieraus folgt bereits, 
dass die Umgebung des Punktes 
j8f = 1 nicht in den kleinsten 
Theilen ähnlich auf die Um- 
gebung des Punktes te; = 
abgebildet wird, sondern dass zwei Richtungen, die von ;er = 1 
ausgehend einen Winkel tp mit einander bilden, in der w-^hene 
zwei Richtungen von w ^= ausgehend entsprechen, welche 

miteinander den Winkel -^ bilden. Wenn iss nach einem um- 

lauf nach 0^ zurückkehrt, also q) = 2jt ist, wird 




m-Eben^y 



Fig. 8. 



SO ist w?! nicht in seinen Anfangswert zurückgekehrt, sondern 
in w?2, und erst wenn z noch einen Umlauf macht, 9 = 4;r 

wird, so wird m; = ^t c= xo^ seinen Anfangswert erlangen. Es 
ist also gleichsam die doppelte Umgebung des Punktes z=^\ 
auf die einfache Umgebung des Punktes fe? = abgebildet. 
Es werden jedem Punkte z^ zwei Punkte iv^^ u\ entsprechen, 
die, wie man sieht, diametral gegenüber liegen in Bezug auf 
te; = 0. 

Die Funktion 

für welche 

-i" == — - yi — z 

dz 2 ' 

für z = l verschwindet, verhält sich in der Umgebung des 
Punktes ;8? = 1 analog, nur dass für 

BoBSK, eU. Fonktionen. 2 
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ist, also zwei Richtungen, die von z=\ ausgehend den Winkel 
9 mit einander bilden, in der w;- Ebene zwei Richtungen von 

w = ausgehend entsprechen, welche den Winkel — mit 

einander bilden. Dem Punkte z^ für den y = 0, 2:nc, 4:nf ist, 
werden die Punkte 



und 



W^ = Q^, 



W?2 = P^ß 



»Sä 



W^ = Q^e^^ 



entsprechen. 

5. Ist w == f{z) eine bestimmte Funktion von Zy so dass 

-T- von z unabhängig ist und z^ ein Wert von z, für den 

-j- weder null noch unendlich ist, so wird w^ = f{z^ einen 
derartigen Wert besitzen, dass die Umgebung von jeTq, die 
wir so wählen, dass "keiner der Punkte, für den -r- = {cx) 

wird, in dieselbe hineinfällt, in den kleinsten Theilen ähnlich 

auf die Umgebung des Punktes w^ durch die Punktion 

w = f(z) abgebildet wird. Lassen wir 
(w z durch stetige Aenderung von z^ nach 
z^ übergehen (Fig. 9), ohne dass der 
Weg z^tZy^ aus der vorhin bestimmten 
Umgebung hinaustritt, so wird w^ zu 
einem Werte w^ gelangen 5 es fragt sich, 
ob, wenn wir einen anderen Weg z^q^z^ 
wählen, w^ wieder den Wert w^ erreicht. 
Betrachten wir zunächst zwei Wege 
des Zy welche unendlich nahe aneinander 

fortlaufen, z^tz^ und z^t" z^. 

Ist dann tt' ein Element des ersten Weges und t" der 

t benachbarte Punkt auf z^f z^, so wird 

von {t — t) oder (t" — t) unabhängig sein, also ist 

fit') - m = (r -t)q> (t) 

fin-m^(t"-t)<p{t), 




Fig. J). 



Einleitnng. 19 

daher auch 

m - f{t") = {*' - 1") 9 (0, 

d. h. da {f — t") unendlich klein ist, so sind f{t') von f((') 
in allen Punkten der beiden Wege, die einander benachbart 
liegen, unendlich wenig verschieden, aber nicht gleich, da 

ja q>(t) nicht \%q sein kann. Im Punkte e^ müssen also 
die Werte der beiden Funktionen übereinstimmen, weil t' mit 
t" zusammenfällt, oder: auf den benachbarten Wegen fs^tz^ 
und z^it" z^ erlangt w denselben Wert w^. Da nun inner- 
halb der betrachteten Fläche ^, die wir als Umgebung des 

Punktes z^ auffassten, -^ nicht unendlich und nicht null 

werden kann, so wird durch stetige Abänderung des Weges 
z^t" Zi in z^giZ^ überführt werden können, ohne dass ein Punkt 

überschritten wird, für den -^ = icx) ist, und da dann w 

Ol z 

in Zi immer den Wert w^ annimmt, so ersehen wir, dass w, 
unabhängig von der durchlaufenen Wertereihe des Zy in z^ 
den Wert w^ annimmt. 

Man sagt in diesem Falle w ist eine eindeutige Funktion 
von z innerhalb % zum Unterschiede davon, wenn w andere 
Werte annimmt, sobald z von Zq nach z^ verschiedene Wege 
beschreibt; w heisst dann eine mehrdeutige Funktion von z, 

« 

So ist w = (z — a)**, wenn n eine ganze Zahl ist, eine 
eindeutige Funktion in der ganzen Ebene. Jedenfalls ist sie 
eindeutig, wenn z von a oder cx) verschieden ist. Für die 
Umgebung des Punktes a setze man 

woraus ersichtlich, dass, wenn ip sich um 27C ändert, z also 
einen geschlossenen Weg um a beschreibt, 

U; a« Q^e^9^ . e27rin_- ^n^iyn 

wieder seinen ursprünglichen Wert an- 
nimmt. Hieraus folgt dann ohne weiters, 
dass w für einen Wert z unabhängig von ^. ^^ 

der Wertereihe, welche z durchläuft um 
zu Zi zu gelangen immer denselben Wert annimmt. Ist z 

in der Umgebung des Punktes cx), so setze man 

2* 
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- = ^n 

woraus ersichtUch, dass — eine eindeutige Funktion von / 

ist in der Umgebung von / == und also auch eine ein- 
deutige Funktion von z in der Umgebung von ^ = cx) , und 
mithin ist auch w eine eindeutige Funktion von in der Um- 
gebung von z ^= (x>, 

n 

Die Funktion w = {ß — a)^, wo n und p relativ prim 
sind und p nicht gleich 1 ist, ist eine vieldeutige Funktion in 
der Umgebung des Punktes z = a und z = (x>. Denn setzt man 

so wird 



n ,(pn 
— i'-- 



w = qp e P , 



2 -Tti 



Da nun e ^ nicht = 1 ist, so wird, wenn einen ge- 
schlossenen Weg um den Punkt a beschreibt, 9 also um 2« 
wächst, w nicht seinen ursprünglichen Wert erlangen. 

Die Werte von w werden also von den Wegen, welche 
z beschreibt, abhängen. Hieraus ersieht man, dass w=={z — a)" 

wohl eine eindeutige Funktion von z ist, aber dass z — a=w^ 
nicht eine eindeutige Funktion von w ist. [Siehe das Bei- 
spiel sub 4, S. 16.] 

6. Wir verstehen unter 



W =ff{^) dz 



"0 



diejenige Funktion von z, für welche -^ = f(z) ist. Es fragt 

sich, unter welchen Umständen wird TT von dem Inte- 
grationswege abhängen. Nach Vorhergehendem ist 
ersichtlich, dass zwei Wege, die von Zq nach z führen, 
und die keinen der Punkte einschliessen, für welche 

f(z) = {^ wird, denselben Wert des Integrals liefern. 
Bezeichnen wir mit W(zQtz) das Integral, ge- 
Fig. 11. nommen längs ZQtz (Fig. 11), so wird also 
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Da nun Wiß^t' z) ^=^ — W{zt' z^ ist, da ;? dieselben Werte 
in umgekehrter Beihenfolge durchläuft, so folgt 

W{z^tz)+ W{zt'z^) = 
oder 

W{z,tzt'z^) = 0, 

d. h. das Integral Jf{z)dz genominen längs eines geschlossenen 

Weges, welcher Iceinen Pimkt einschliesst, für den 

f(z)=s [%Q ist, ist gleich Kidl. 

Dieser Satz ist auch folgendermassen klar: 
Ist Fig. 10a Zq ein unendlich naher Punkt von Zq, 
so ist, da der Weg z^tzt'zQ in den Weg z^Zq ohne 
Überschreitung eines Ausnahmepunktes transformir- Fig. loa. 
bar ist, Wis^tzt^z^) = Wiz^z^)-^ rückt Zq nach z^, so wird 
W{ZqZq) = und daher 

W{z^tzt'z^)=^0. 

7. Es sei nun f(z) eine eindeutige Punktion innerhalb der 
Umgebung des Punktes z =^ a oder 
innerhalb der Kontur % (Fig. 12 a), ?| 
die aus einem einzigen Zuge be- 
steht, damit jede geschlossene Linie, 
welche % nicht überschneidet, sich 
auf einen Punkt innerhalb % zu- 
sammenziehen lasse, und es wäre 
h ein Ausnahmspunkt, für den 

/■(&)={ 

ist. Dann braucht W{atzt'a) nicht 
null zu sein. Ist a ein in der Nähe 
von a (Fig. 12b) gelegener Punkt, 
so wird jedenfalls 

Wiat'z^tapqra) = 0, 

wenn die Wege 

at'Zita' und arqpa 

keinen weiteren Ausnahmspunkt ein- 
schliessen, was wir voraussetzen wollen. 








Fig. 12 a. 




Fig. 12 b, 
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Daher ist: 

Wiaf^^) + W{0ja) + W(ap) + W(pqr) + W(ra) = 0. 
Lassen wir also also a mit a' zusammenfallen^ so wird 

W(ar^i) + W{0ja) + W(ap) + W(j)qr) + W(ra) = 0. 
Da nun r und p einander unendlich nahe rücken und schliess- 
lich zusammenfallen sollen, f{0) eine eindeuti'ge Funktion von 
IS ist, also in p denselben Wert annimmt, nachdem ^ den 
Weg pqrp beschrieben hat als vordem, so wird 

W{ap) = — W{pa) = — W{ra), 

wenn r mit p zusammenfällt. Also ist 

W{at'z;) + W{z^ta) + Wi^pqrp) = 0. 

W{pqrp) heisst das geschlossene Integral um den Punkt 5 
herum, und obige Gleichung sagt in der Form 

W(aU,t'a) = W{pqrp) 

aus: Das geschlossene Integral um einen Funkt b herum ist un- 
abhängig von dem Wege, welcher b umgiebtj so lange dieser 
Iceinen weiteren Ausnahmspunkt umschliesst 

Aus der ersten Form der Gleichung ist ersichtlich, dass 

W(at'z^) — W{atz^) = — W{pqrp) 

ist, dass also die Integrale, von a nach z^ genommen, längs 
zweier Wege, die zusammengenommen den Punkt b um- 
schliessen, nur dann gleichen Wert besitzen, wenn 

W{pqrp) = 

ist. Wir wollen das geschlossene Integral, um den Punkt b 
derartig genommen, dass der Punkt b links von der Rich- 
tung des Integrationsweges bleibt, mit 

Jf{z)dz 

6 

bezeichnen und erhalten also 

ff{z)d8 -ff(z)dg =jmde, 

wenn f(z) eine eindeutige Funktion ist und die Integrations- 
wege atz^, at' z^ nur den Ausnahmspunkt b umschliessen, 
ohne die Kontur von 51 zu überschreiten, b muss von atZy^ 
links liegen. 
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J*f(js)d0 ist von dem Integrationswege; der b umgiebt, 

unabhängig. Wir setzen also diesen als kleinen Kreis um 
b herum mit dem Badius q voraus und wenn 

— b = Qe'Vj 0=:b-\' ge'P 
gesetzt wird; so ändert sich nur 9 von bis 2n, also ist 

Jf{z)dg = iQjf{b + Qe^v)Q&vd(p. 

Es sei nun f(b) = 0, dann wird, wenn q klein ist, 

j fiP + 9e«>) I = e 
sein, wo « för (> = null wird. Nun ist 

f(b + ^e*>) = 66«*^, 

wo V' ßi^6 gewisse reelle Funktion von 9 und q ist, also wird 

1 ü 

nun hat das Integral jedenfalls einen endlichen Wert, da der 
Integrand nicht unendlich werden kann, also ist, wenn q sich 
der Null nähert, der Wert des Integrales unendlich klein, und 
da dieser Wert unabhängig ist von der Form des Integra- 
tionsweges, so ist 

b 

sobald /(&) = ist. Würde aber /*(&) = 00 werden, so ist 
nicht mehr 

nothwendig endlich und 

iQjfQ)'{-Qe^^)e''Pdfp 

nicht nothwendig null. 

Ist also f(z) eine eindeutige Funktion von innerhalb 

z 

der einfachen Kontur 31, so ist // (^) unabhängig vom Inte- 
grationswege, sobald f(z) nicht 00 wird innerhalb Sl. 
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8. Es werde nun f{^) in den Punkten tj, 6^, 63, . . . 6n un- 
endlich, sei aber innerhalb % ein- 
%^ ^i^-ü-^ ^\ dmtig und sonst nirgends mehr un- 
endlich. Wir umgeben die Punkte 
6i5 62, 63, ... 6n (Fig. 13) mittels einer 
Linie 91', welche ganz innerhalb 91 
verläuft und zwar so, dass zwi- 
schen 91' und 91 keiner der Punkte 
&i, 62; 63, . . in liegt. Wir wählen fer- 
ner die Punkte m^w/; m^m^-^-ninn/tny 
so dass nik und m^' nahe beieinan- 
'^ der liegen und ziehen von m^ eine 

Linie nihbh'f^k, welche nur den Punkt hh umgiebt und in m*' 
endet, ohne dass diese Linie eine andere derartige schneidet. 
Dann lässt sich der Linienzug 

mj)^^m^ m^h^m.^ m^'b^m^ . . . mnin^n^h 
auf einen Punkt zusammenziehen, ohne dass einer der Punkte 
\ , , .hn überschritten wird, also ist 

W{mJ)^m^ m^h^m^ . . . mn6„Wn'mi) = 
oder 

Tr(m, 6im/)+ W{m^m^'^ Tr(m2&2^2') + W{m^m^) 
-I W{mnbnmn) + W(mn'm^) = 0. 

Da nun 

W(mhmk) + W(mhmh) = 

ist, so folgt, dass auch 

W{mih^mimi) + 'Pr(mim/m2) + 1^(^362*^2' ^2) 
+ . . . W{mnbnfnn nin) + W{mnm^ = 
ist. Es ist aber 

W{m^m^m^ + W{m.^m^m^ -|- . . . W{mnm^ === W(^') 

und 

W{mhbhmhmh) = —Jf{ß)dz, 

da das Integral linker Hand so genommen ist, dass der 
Punkt ih rechts vom Integrationswege liegt. Also ist 

bi 62 b^ 
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Beachtet man nun, dass das Integral längs W genommen 
gleich ist dem Integral längs % genommen, da W und 91 in 
einander üherführbar sind ohne üeberschreitung eines ün- 
stetigkeitspunktes, so ergibt sich 



n 



wo die Integrale in der Richtung zu nehmen sind; dass die 
Unstetigkeitspunkte links liegen. 

Es ist selbstverständlich, dass 31 durch keinen der Un- 
stetigkeitspunkte gehen darf, und dass innerhalb % nur eine 
endliche Anzahl von solchen ünstetigkeitspunkten liegen 
dürfen, damit obiges Raisonnement ohne Abänderung giltig 
bleibt. 

9. Von dem eben abgeleiteten Satze wollen wir eine 
Anwendung machen. 

Es sei F{z) eine eindeutige Punktion von ;8r, welche für 

z = a den endlichen Wert F{a) annimmt 
und welche innerhalb des mit B um a 
geschlagenen Kreises Ä (Fig. 14) nicht un- 
endlich wird. Es sei t ein beliebiger 
innerhalb Ä gelegener Punkt, dann wird 

Fig. 14. ' ^ ^ Z — t 

nur für z =^ t unendlich und es ist daher 




rF{z)dz ^ rF{z)dz 

J z — t J z-t ' 



Im zweiten Integral ist F{t) der Voraussetzung nach eine 
endliche Grösse, also ist, wenn z — ^ = Qef^ gesetzt wird, 
für kleine Werte von q 

F{z) -^Fit + Q e*f) = Fit) + s, 

WO £ mit Q gleichzeitig null wird, also ist, da 

dz . ^ 



t 

ist, 



2n 2n 



J^l^ijmä^+fä^, 
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und mithin: 

^,. 1 rF{z)dz 

d. h. der Wert der eindeutigen Funktion F in einem Punkte 
innerhalb ^ lässt sich ausdrücken durch ein Integral genom- 
men längs der Linie Ä. Diese darf selbstverständlich durch 
keinen Punkt gehen, für den F(js) = cx) wird, ist im üebrigen 
höchst willkürlich, da das Integral vom Integrationswege un- 
abhängig bleibt, so lange kein Unstetigkeitspunkt über- 
schritten wird. 

Wir transformiren das Integral. Da z auf Ä liegt, so ist 

\ IS — a|>|^ — a|, 

setzt man daher 



t — a 1 



SO ist p < 1. 
Da nun 



l + (> + P^ + ••• + (>" = "iTzrf- 
ist, so folgt für n = oo, p < 1 

Da diese Reihe convergirt, so convergirt auch die Beihe 
JBi = 1 + 9 cos 9 + 9^ cos 2q> + q^ cos 89 + • • • 

und 

JB2 = p sin 9) + q^ sin 29 + ^* sin 89 + • • •, 

mithin hat auch 

JB^ + ii?2 = 1 + ^e^ + (9e«>)2 + (96*9)3 j^ 

einen unendlichen Wert, den man ohne weiteres als 

1 



erkennt. 




\-^if 


Daher ist 






1 _L * " -1- r* 


-«V , 


.i'--W 



z — a 



t — a 
1 — 



z— a 
oder 
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_1 1 e-g (<-a)' 

und da F(0) für die in Betracht zu ziehenden Werte £} end- 
lich ist; 

-? — * ^; — a ' ^ ^ (^ — a)* ' ^ ^ (-? — a)* ' 

Setzt man also 

j _ _J_ l^_F(ß)dz_ 






so wird 

F(t) = A + A(^ — a) + A(^ — a)2+ A(f— a)« + .. . (A). 
Es ist 

A = -i-. r^.(i)A^ = F(a) 

^ 2711 J z — a ^ ' 






$t 

und da 

dz 
t 

ist, so folgt 

[d'^Fm nl r r_F{z)dz 1 

mithin 

A = ^ F(»)(a), 
wobei 

ist. Daher folgt aus (A): 

F{t) = F{a) + F'(a)(^ - a) + F"(a) ^^' 

+ -P""(«) ^^ + • • • (B), 

welche Entwicklung so lange gilt, als t innerhalb des um a 
geschlagenen Kreises liegt, der keinen ünstetigkeitspunkt 
enthält. 

Umgekehrt ist jede Funktion F{t)^ für welche obige 
Entwicklung gilt, eine eindeutige Funktion von t, so lange 
die Reihe rechter Hand convergirt. 
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(A) ist eine Potenzreihe von (t — a) und da, sobald 
diese convergirt, auch alle ihre Ableitungen convergiren, so 
ist in der Umgebung einer solchen Stelle a die Funktion mit 
allen ihren Ableitungen eindeutig. 

Die oben aufgestellte Form der Reihe für F(t) ist etwas 
zu modificiren für den Fall, dass der Punkt a der Punkt 
iSf = cx) wäre. Setzen wir nämlich voraus, dass F(/) für 

jsf = cx) den endlichen Wert Ä annehme und setzen / = — , 
so wird / . \ 

und es ist 

[F{g)] =^ [<p(e')]=^ Ä, 

d. h. q?{^') ist in der Umgebung von 0' = als eindeutige 
Funktion von 0' in eine Reihe entwickelbar. Wir haben also 

mithin für 0' = —, giebt 

als Entwicklung von F(0) in der Umgebung von ^^ = 00 
d. h. für solche Werte von 0, deren Modul sehr gross ist. 

10. Wird eine Funktion von für = a ao unendlich 
gross, dass (0 — iYf{0) für = h endlich und von Null ver- 
schieden ist, so heisst h ein w-facher Unendlichkeitspunkt von 
f{0)» Ist 6 = cx), so heisst dieser Punkt ein n-facher Unend- 

lichkeitspunkt, wenn -^ für = 00 endlich und von Null 

verschieden ist. 

Analog nennt man den Punkt = a oder js? = cx) eine 
w-fache Nullstelle, wenn 

[^^] resp. [^f^')] 

endlich und von Null verschieden ist. 

Ist fip) eine eindeutige Funktion in der Umgebung der 
Unendlichkeits- oder Nullstelle, so kann dieselbe nur so un- 
endlich oder null werden, dass n eine gan0e Zahl bedeutet. 
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Es sei f{&) eine eindeutige Funktion in der Umgebung 
von = a und 



r— M 

L(« - «)''J 



Ä 



endlich und von Null verschieden. 

Dann ist '^{z) = /V(^)^^7 wenn y(;g) = gesetzt 

wird, in der Umgebung von a jedenfalls eine eindeutige Funk- 

A f/i 

tion, da -^ weder null noch unendlich wird. Mithin ist auch 

g) {£) = ^^ ' in der Umgebung von a eine eindeutige Funk- 
tion und da es auch f{z) sein soll, so ist das nur möglich, 
wenn {z — a)" eine eindeutige Funktion in der Umgebung 
von a ist d. h. wenn n eine ganze Zahl bedeutet. 

In der Umgebung einer w-fachen Nullstelle hat also die 
eindeutige Funktion f{z) die Entwicklung 

f{z) = (^ - a)» \_A + ^j(5 - a) + A^ {z -«)* + ...], 
WO A von Null verschieden ist; denn es ist 

q>{z) == -4 + A^{z — a) + ^^^^ — a)^ + • • • 
Ist a = cx), so ist die Entwicklung der Funktion, welche 
für j2f = CX) wmal verschwindet, 

WO A von Null verschieden ist. 

Ist f{z) in der Umgebung der w-fachen Unendlichkeits- 
stelle eindeutig, so folgt wie früher, dass wenn 

q)(i^ = B ist, wo B endlich und von Null verschieden ist, 
dass q)(/) in der Umgebung von z = i eindeutig ist und 
daher 

9)(;^) = B + B,{z — l) + B,(z - 6)2 + . . . Bn{z — by 

+ Bn+i{z-hy-^'.,. 



also 



+ Bn + Bn+l{z — b) + -" 
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ist, woraus die Form der Entwicklimg von f{z) ersichtlich 
und augenscheinlich ist, dass /*(&) = 3o wird, wie • 

Ist 6 = cx), so muss -^ = ^(z) für z = oo endlich und 
von Null verschieden seiu, also ist 

*(£r) = B + ^ + . . . -^^-^ + ^T + -7fr + • • • 

f{z) = Bsf^-\- B,^-^ + . . . B,^^^ + B.+ ^\+' + - - - 

woraus wieder die Art des Unendlichwerdens für ^ = cx) er- 
sichtlich. 

11. Eine eindeutige Funktion von ^r, welche für keinen 
endlichen Wert von z unendlich gross wird, und für z^ 00 
nur unendlich wird von der vt^ Ordnung, faeisst eine ganze ra- 
tionale Funktion von z. Ihre Form ergiebt sich durch die 
vorstehenden Sätze einfach. 

Für sehr grosse Werte von z ist 

f{z) = a<j£» + a^r»-* -t h «1.-1^ + ö« 

4. -^±1 + f'^+l -I 

Diese Entwicklung gilt für alle Zy welche ausserhalb des um 
den Punkt z = geschlagenen Kreises liegen, der alle Unend- 
lichkeitspunkte von fiz) enthält. Da aber f{z) keine Unendlich- 
keitspunkte im Endlichen gelegen hat, so können wir diesen 
Kreis auf den Nullpunkt zusammenziehen, d. h. die Entwick- 
lung muss auch für z = gelten und da /\0j endlich ist, 

so muss 

a»-i-i = 0, a«-j_2 = . . . 
sein, d. h. es ist 

f{z) = a^^" + öi^'^^ H a— 12" + fl«. 

Würde /*»>) auch für j? = öo nicht unendlich, so müsste 

Oo = 0, «1 = 0, ... 0,-1 = 

sein A h. f{z) = a« sein, oder: eine eindeutige Funktion von s, 

icddte für Tennen Wert von z unendlich wird, ist eine Constante, 

Eine eindeutige Funktion von z, welche für die Punkte 

z = bij &2 • • • ^« 



Einleitung. 31 

Yon den Ordnungen 



^1? ^2 • • • ^m 



unendlich wird, und für ^ = 00 von der Ordnung p unend- 
lich wird, heisst eine gebrochene rationale Funktion. Eine 
rationale Funktion ist also eine eindeutige Funktion von 0, 
welche nur für eine endliche Anzahl Werte ^ uneodlich von 
endlicher Ordnung wird oder, wie man sich ausdrücken kann : 
eine rationale Funktion ist eine eindeutige Funktion von s, 
welche nur eine endliche Anzahl von Unendlichkeitsstellen hat, 
Hiebei wird jede tw-fache ünendlichkeitsstelle als m einfache 
solcher Stellen gezählt. 
Es wird 

q){z) = (z — h^Y' {z — 62)"» •••(;? — hn^'^mfiz) 

für keinen endlichen Wert von z mehr unendlich. Setzen wir 

»«1 + »«2 + Wg H h W;„ = (?, 

so wird 

{Z — \Y^ {Z — h^)"^ {Z — brnY^i = 

= zß + B.zfi-' H Bq^iz + B^ 

eine ganze rationale Funktion , welche für z = 00 von der 
^ten Ordnung unendlich wird, und da f(z) von der p^^ Ord- 
nung unendlich wird, so wird 

9,(^) = (^' + . ■ • + B,)f{z) 

von der p + ^^ Ordnung unendlich für z = 00 und sonst 
nicht mehr, also ist 

q){z) = Azf^+^ + A^z^-^^-^ H Ap^,^, 

und daher, wenn p '\' q = r gesetzt wird, 

^/ X AfA, f~ ^ + . . . Ar 
f(z) = r 

Ist r ^ g, so heisst f{z) unecht gebrochen, 
ist r <iq, so heisst fiz) echt gebrochen, 

für die letztere ist f{po) = 0. 

Man kann durch Subtraktion einer ganzen rationalen 
Funktion von f{z) stets bewirken, dass der Rest eine echt 
gebrochene Funktion ist. 

Es sei nämlich für z = 00 die Entwicklung 

f{z) = CyZ' -\' c^-i^^-' + --Ci^ + Co + -^+-| + -; 
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setzt man dann 

SO muss 

sein, wo ft < g ist, da ^(<x>) = ist. Es ist sodann 

Die Koeffizienten c^, Cv_i...; a^, öq können aus der 
Vergleichung beider Formen von f{ß) berechnet werden. 

Aus der Definition der rationalen Funktion geht hervor, 
dass Summen, Produkte und Quotienten einer endlichen An- 
zahl von rationalen Funktionen ebenfalls rationale Funk- 
tionen sind. 

12. Es sei f{z) eine echt gebrochene rationale Funk- 
tion, welche also für z =^ oo den Wert Null annimmt und 
welche in den Punkten 

von den Ordnungen 

1 > 2 • • • '^TTl 

unendlich wird. Dann wird in der Umgebung des Punktes a^ 

oder wenn 

gesetzt wird 

f(0) = i>iz, a,) + <> + Jlfi:'+i(;sr - «0 + • • ■ 
d. h. 
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ist endlich. Es kann wohl Mn]^ = sein , was unwesent- 
lich ist. 

^(^1? ^i) ^8* ®^^® rationale Funktion von 0, welche nur 
für £f = «1 unendlich wird, für jeden anderen Wert von z 
einen endlichen Wert besitzt und für j? = cx) null wird, da 
^(cx), aj) == ist. 

Betrachten wir nun 

9>'W = f(^) — [^(^> ^l) + ^iß, «2) H ^iß, «m)], 

WO '^{Zj üh) aus ^(j2f, a^) erhalten wird, wenn a^, Wa, M^^^ 
an Stelle von a^, w^, Jkf^^^ gesetzt wird. 

Wie ohne weiteres ersichtlich, wird (p(0) für 

nicht mehr unendlich, für jeden andern Wert von wird 
aber f{0), sowohl als jedes ^(^e?, a^), also auch ^(ß) einen 
endlichen Wert haben, und da (p(0) eine rationale Punktion 
ist^ denn f(/) und ^(^, a*) sind solche, so ist g)(z) eine ganze 
rationale Funktion, mithin 

g)(/) = Co^*' + CiJgr»'-! -| Cv_iJ2^ + c„; 

nun ist aber 

(p(po) = f(po) — [V'Ccx), «0 + ^(00, Oj) . . . + <y(cx), am)] = 0, 

es muss also 

Cj^ = 0, Ci = 0, ... c^-i = 0, Cv = 
sein oder 

9W = 0, 
und daher 

V I 1 , . in, — 1 

■ÄfM 7lf(m) Mi"*^ 1 

sein, in welcher Form f{0) in Fartiälbrüche zerlegt erscheint, 
d. h. in Brüche, deren Zähler eine Konstante und deren 

BoBBK, eU. Funktionen. 3 
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Nenner eine lineare Funktion von ^ ist, oder eine ganze Po- 
tenz einer solchen Funktion. 

13, Ist f{z) in der Umgebung des Punktes 6 eine ein- 
deutige Funktion von z, Vielehe für = h nicht unendlich 
wird, also 

SO wird 

r{e) = B, + 2B,(0-b) + ... 

d. h. /*'(^) ist in der Umgebung von 6 auch eine eindeutige 

Funktion und wird für = b auch nicht unendlich. Ist aber 

f(0) für = h unendlich von der n*^ Ordnung, also 

/•(;^) = — ^ , — ^i— -H \-6l:zl^An+An^i(0—b)-^'" 

so ist 

' ^ ^ {Z- &)» + ! ^ {z- bf ^ 

+ IfzEiy + ^^»+1 + 2 A+2(^ — &) H 

eine eindeutige Funktion, welche für = b unendlich von 
der (n + 1)*®° Ordnung ist. 

Es kann also f(0) nur unendlich werden, wenn f(0) 
unendlich wird. Daher sind die DifiFerentialquotienten einer 
rationalen Funktion wieder rationale Funktionen. 

Setzen wir 

(^ - &)Y(^) = 9W, 
so wird (p(b) = Ä und g){0) also in nächster Umgebung von 

— b nicht verschwinden. Denken wir uns nun um b einen 

kleinen Kreis Ä geschlagen, innerhalb dessen /*(;Sf), also auch 

9>(;Sf) nicht null wird, und betrachten wir das Jd log f{0) in 

dem Sinne genommen, dass der Punkt b bei dem Durch- 
laufen der Peripherie lirJiS liegen bleibt. Da 

log f{0) = — n log (^ — 6) + log q){0) 
ist, so folgt: 






f iz) 
Es ist --—■ in der Umgebung von b so lange eindeutig^ als 

es fiß) ist. 
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Nun ist 



/ 



'"'^'^0 = 0, 



denn ^v wird innerhalb Ä nicht unendlich, denn (p^) kann 
nicht verschwinden und g)'(/) nicht unendlich werden. 

zu berechnen ; setze man 

und halte q konstant. Dann ist 

dz 

es wird also 

2ä 



f-^-b='J^'P-^'''> 



und mithin 

Cd log f{0) = — 2n7ti. 

b 

Wird f{0) im Punkte z *= a null von der m^^ Ord- 
nung^ ist also 

und 9?(a) = -4 von Null verschieden, so ist 

a a a a 

oder wie früher 

Jd log /*(0 = 2 m m:/. 

a 

Für den Punkt z = <x> bleiben die Integralwerte gerade 
so, wie für ^ = 6 od^f z = a erhalten. 
Ist 

-^ = ^{ß) und 9>(cx)) = ii 
z 

von Null upd unendlich verschieden, d. h. wird f{ß) für 
^ a= oo niKjndlich von der w*®° Ordnung, so ist 

3* 
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und daher 



log f{z) = + w log ^ + log ^{z) 



oo 



Nun soll g)(/) für sehr grosse Werte von ^ von Null ver- 
schieden sein, also ist 



/ 



00 



(p{2) 



d0 = O. 



Setzen wir nun is = U^^, wo B sehr gross ist, so wird 

dz 



Also 



= i dg). 



Jd log f{z) = nifdg). 



oo 



00 



Wenn wir aber (Fig. 15) längs des Kreises Ä mit dem Radius R 

von bis 27C integriren, so haben 
wir einen Integrationsweg ge- 
wählt, bei welchem der Punkt 
;8j=cx) rechts liegt. Wir müssen 
also von 2:nr bis integriren, 
damit der Punkt 0=00 links 
liegt und daher ist 


Jd log f(z)=nijdg)= — 2n7ci. 




00 



2ä 



Fig. 15. 



Ebenso wird, wenn für grosse 
Werte von \0\ f^ f{z) = ^(jsf) 
ist, so dass ^(00) = A von Null und Unendlich verschieden 
ist, f(0) also für ;^ == 00 von der m*®° Ordnung null ist, 

fd log f(/) = 2m7ti. 

00 

Passt man das Unendlichwerden von ((ji) als ein Nullwerden 
mit negativem Exponenten auf, so sa^n die beiden Glei- 
chungen aus, dass fd log f(ß) um einen Putxkt herum genom- 
men, in welchem f{0) null von der m*®° OrdLung ist, gleich 
2n7ci ist. [Wird f{0) in dem Punkte von der n^^ Ordnung 
unendlich, so hat man nur — n an Steile von n 7,\x setzen.] 
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Es werde nun die innerhalb St (Fig. 16) eindeutige 
Funktion f{0) in den Punkten 

null von den Ordnungen 

und in den Punkten 

= bi, h^, • . .hv Fig 16. 

unendlich von den Ordnungen n^, ng, . . . w,, wo m^ . . . m^, 
n^ . . . Mv positive ganze Zahlen bedeuten, wobei fi and v 
endliche Zahlen sein müssen, und betrachten wir 




jhogm-j-^ 



dz 



in der Richtung des Pfeiles genommen, so dass also die Un- 
Stetigkeitspunkte links liegen. Diese sind die Punkte, für 
welche f{z) «= oder = oo wird, d. h. die Punkte 

und mithin ist nach S. 25, da 

dlogfjz) ^f{z) 
dz '^ f{z) 

innerhalb % eindeutig ist: 



« ' H ^ ^ 



Nun ist 



Jd\ogf{z) = 2mh7ti 



«A 



Jd\ogf{z) = — 2nx7ci, 



daher 



f>y. 



2itiß '^g^(^) =2 ^/* - 2 ^^ • 

Nehmen wir beispielsweise eine rationale Funktion ü(;Sf), 
welche für z =: 0q einen endlichen von Null verschiedenen 
Wert hat und nehmen als 31 einen Kreis um Zq an (Fig. 17), 
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der keinen Punkt einschliesst, für den B{z)^= [oo wäre, 

dann ist 





i ' ' 

das Integral in der Richtung des Pfeiles ge- 
nommen, da alle Null- und Unendlichkeits- 

Fig. 17. 

punkte von R{0) ausserhalb 21 liegen, also 
links vom Integrationswege. Nun ist aber 

fd\ogR{0) = —fdlogR{^) = 0, 



9f z 



da das zweite Integral so zu erstrecken ist^ dass der Punkt 
0Q links liegen bleibt, daher ist 

ft V 

1 1 

oder die rationale Funktion wird eben so oft null als unend- 
lich. Hierbei zählt ein M-facher Null- oder ünendlichkeits- 
punkt als n einfache Null- oder ünendlichkeitspunkte. 
Ist 

R(0) = an^"" + an-i^-^ H h «0 

eine game rationale Funktion, welche also nur für ;8f == cxd 
von der w*®" Ordnung unendlich wird, und setzen wir voraus, 
dass sie in jedem der Punkte ^i^ 02) - - - ^m blos von der ersten 
Ordnung verschwindet, so muss 

m 

Icl =n 




sein, oder 

d. h. R(0) = liefert genau n Werte 0^^, 0^) " - ^»7 welche 
diese Gleichung befriedigen oder eine algebraische Gleichung 
^ten Q-yadeg Jiat n Wur0eln, Es ist dann 

R(0) = an{0 — 0i) {0 — 0^) .. ,{0 — 0n)y 

denn 

wird für keinen endlichen Wert von unendlich, da für 
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=^ Zv B{z) =^ (z — z^i\f{z) ist und ^(;^f) = Av von Null 
verschieden ist; also ist 

endlich. Für ^ = cx> ist aber 9>(oo) = 1, also ist über- 
haupt fp{z) = 1, was obige Behauptung erweist. 

Würde z^ = z.^ •=='., = Zfi werden, so würde in der Um- 
gebung von z^ 

R{z) = {z-e,y (A + A^{z - g,) + - ■ ■) 

sein, d. h. Hiß) würde fi-mal verschwinden und z^ heisst 
dann eine fc-fache Wurzel von B{z). Es tritt dann in Il{z) 
der Faktor {z — z^ fi-mal auf. 

Sagt man also, eine Gleichung n*®° Grades hat n Wurzeln, 
so ist jede fi-fache Wurzel als fc einfache Wurzeln zu zählen. 

14. Wir untersuchen nun noch ff(z)dz um einen ün- 

stetigkeitspunkt von f(z) herum genommen. Ist 6 ein Un- 
endlichkeitspunkt n^ Ordnung, so ist 

f(z) = ^" -f -^^L -\ \- -- , + Ao + B, (z-b)+ .. 



Nun ist 






f {Z - 0) 
b 

sobald V von + 1 verschieden ist. Denn setzt man 

dz = ige^^ dq>, 
so ist 

J^ = ipl-- r e'i^-^XPdq) = f-'^ [^ii-v)2n _ 1] = 



für alle positiven oder negativen ganzen Zahlen v mit Aus- 
nahme V = 1.' Hingegen ist 

27t 



J 
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Also ist 

b b 

b b T 

da alle übrigen Integrale verschwinden. Man nennt A oder 
den Koeffizienten von (0 — h)~~^ in der Entwicklung der ein- 
deutigen Funktion f{0) in der Umgebung des Punktes b das 
logarithmisdie Besiduum des Punktes b und zwar deshalb^ 
weil in 

'f{0)dz = g - f ~^,t\ + • • • + Äloe(e-b) + A^ + • • > 

(Z — O) 

wo C die Integrationskonstante bedeutet, Ä der Koeffizient 
des logarithmischen Gliedes ist, welches in der Entwicklung 
des Integrals auftritt. 

Da nun der Logarithmus, wie wir gleich sehen werden, 
in der Umgebung eines Punktes, für welchen das Argument 
verschwindet oder unendlich wird, nicht eindeutig ist, so ver- 
dankt Jf{z)dz in der Umgebung des Punktes b seine Viel- 
deutigkeit nur dem logarithmischen Gliede. Fehlt dieses 
Glied, d. h. ist J. = 0, dann wird 

Jf{z)dfS = 
T 

und das Integral ist dann auch in der Umgebung eines Un- 
stetigkeitspunktes eine undeutige Funktion. 
Ist b der unendlich ferne Punkt, so ist 

f{ß) = a-n^'* + a„_i0 + • • + ao + - - + -^ H 

Es ist aber 

J^ = fe*d0 = 0, V nicht = — 1, 

denn setzt man 



so ist 



z = R&v 
dz = Ri&'Pd^, 
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J^ iR-+^J^ir+^)9 d^*) ^^ [e^(^»>^ — l]y=2;r=0, 

sobald V nicht gleich — 1 ist Es ist aber 

e/L 1 = I — = i I d(p = — 2ni 

OD 2ä 

und daher 

Jf{z)dz = — 2'jtiB, 

wo B wieder Koeffizient des Gliedes — ist. 

z 

Bezeichnet man das logarithmische Residuum des Punktes 
6 oder den Koeffizienten von {z — 6)~^ in der Entwicklung 
von f{ss) nach Potenzen von z — 6 mit 

so kann man 

und 

ff{z)dz = - 2m[flz)]-i 

OD 

setzen. 

Ist nun f(z) innerhalb % (Fig. 18) eindeutig und nur 

in den Punkten b^^h^, ..-hy unendlich, so 
ist, wenn innerhalb 21 der Punkt z ^= oo 
nicht liegt 

ff(0)dz = ^ff{z)dz, 
also 




*A 



Fig. 18. 



/^' 



't\e)dz^2m'^{fig)\,-,^-i. 



Ist aber 91 derartig beschaffen, dass der Punkt 
jEf = cx) darin liegt, wie z. B. in der Fläche, 
die $ ausschliesst, welche also links liegt, 
wenn Ä (Fig. 19) in der Richtung des Pfeiles 
durchlaufen wird, und liegen \yh^f,.l)y auch 
Fig. 19. links, so ist 

*) Da fz^dz 80 za nehmen ist, dass der Punkt z =^ oo links 

liegt, also q> sich von 2n bis ändert. 
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/' 



Ot 



Ist beispielsweise B^{ß) eine rationale Funktion, welche 
für ;8? = ;2?(j endlich ist und Ä ein den Punkt z^ so umgebender 
EreiS; dass innerhalb desselben keiner der Unendlichkeits- 
punkte von B,{z) liegt, so ist 

also 

[i«(^)L-i = 2[ü(«)](._,,-.. 

Hieraus kann ebenfalls die Partialbruchzerlegung der ratio- 
nalen Punktion abgeleitet werden.*) 

^) Man brancht, wenn "Rii) die vorgelegte rationale Funktion 

TD /_\ 

ist, den eben bewiesenen Satz auf — anzuwenden, wo x irgend 

ein Wert von z ist, für den B{z) endlich und von Null verschieden 
ist. Nehmen wir der Einfachheit halber Bipd) =» 0, also die Funktion 
als echt gebrochen an, so wird, wenn B{z)=^oo ist, für zs=^h^ b^»..bm 

von den Ordnungen n^ w^ . . .Wm, — ^-^ genau für dieselben Werte 

OC "~~ z 

unendlich und noch für z = x^ also ist 

\^] . + 2 \^-7] . - »■ 

oder da 

L*-«J(^)-i 

ist, 

m 



Ei.) = yf-^m 



Nun ist für die Umgebung von b^ 
und 



X — z X — h ' (a; — &,.)^ ' (a; — ft^**« 
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15. Ich untersuche nun das Verhalten von 

w 

1 

Das Integral ist in der Umgebung eines jeden von und oo 
verschiedenen Punktes eindeutig. Ist aber z in die Nähe 
von gerückt^ so ist, da 

'dz 



= /-X = ^^8^- 



/ 



= 2iti 



z 



sich ergiebt; w nicht mehr eindeutig. Es ändert sich das 

Integral beim Umkreisen des Punktes um 2^^, wenn das 

Umkreisen derart stattfindet, dass der Punkt links liegen 

bleibt, und um — 2jri, wenn der Punkt rechts liegen bleibt. 

Es ist ferner 

dz 



j 



= — 2:n:i; 



GO 



es ändert also w seinen Wert um — 2jti, wenn der Punkt 
den Punkt cx> so umkreist, dass dieser links liegen bleibt. 
Ist also Wi der Wert von w für g = z^, so i^i w = w^-\- 2m%i 
der Wert von w, welchen es überhaupt für z = z^ annehmen 
kann, wenn m eine beliebige ganze + oder — Zahl bedeutet, 
die davon abhängt, wie oft man mit z den Punkt oder oo 
umkreist, bevor man in Zy^ anlangt. Deni^ dass der Unter- 
schied der Werte überhaupt nur eine Konstante sein kann, 

ersieht man daraus, dass -^ = — eine eindeutige Punktion ist. 

w ist also eine unendlich vieldeutige Punktion von z 

und zwar kann 

w = log z 



+ ••• + 



also 

r B(z) n ^^l_^_Jl_ . . < 

und daher 

m 



{X - 6.)»' 



-r TZ m H r 



x-h. ' (äj - &.)* {X- fe.)*** 



1 
was mit der in 12 S. 33 erhaltenen Formel übereinstimmt. 
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für reelle Werte von z reell genommen werden, sobald z die 
reelle Achse von z = \ bis z = x durchläuft, also 

X 

tv 



= J-^ = ^ogx*) 



wird, so ist w reell. Wir ersehen aber, dass der log x noch 
unendlich viele komplexe Werte besitzt, weichein loga?+2mjri 
enthalten sind. Nun ist auch z = f(w) eine Funktion der 
komplexen Grösse w = u -{- iv und zwar ist 

z = e"'. 

Wir sehen also, dass z eine eindeutige Funktion von w 
ist, denn z besitzt die Periode 2:nri, da e^^' = 1 ist, so wird 

Die eindeutige Funktion e^ wird für keinen endlichen i 
Wert von y null oder unendlich, für ^ = oo wird sie aber 
in einer ganz eigenthümlichen Art unendlich gross. Man 
kann keine endliche ganze Zahl finden derart, dass 



r— H 



00 



einen endlichen Wert erlangt. Man nennt einen Punkt von 

der Beschaffenheit, wie der Punkt w = oo für e^ ist, einen 

wesentlich singulären Funkt der Funktion e^. 

Es lässt sich leicht zeigen, dass e^ in der Umgebung 

des wesentlich srngulären Punktes jeden Wert unendlich oft 

annimmt. Um die Umgebung besser zu übersehen, be- 

j_ 

trachten wir e"', für welche Funktion w = der wesentlich 
singulare Punkt ist. Es sei 

A = €fe^ 
der beliebig gegebene Wert, wo also a und ß reelle Grössen 
sind. Setzen wir w = q (cos 9) + ^ sin 9), so muss 



GO8 (p . gm (p 



(f^e^ = e ^ e ^ 
sein, also 



*) Unter f\f{z)dz soll das Integral auf dem gradlinigen Wege 
von Zq nach z verstanden werden. 
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cos q> 



a = 



sin (f 



d. h. 



tg 9? = - 



a 
^ a- + {2n7c —'ßY ' 

Aus diesen Gleichungen bestimmen sich also q> und q, 
sobald a und ß gegeben sind. Da aber in beiden die will- 
kürliche Zahl n enthalten ist^ so ersieht man^ dass q und % 

also auch w unendlich viele Werte annehmen können, für 

j_ 

welche immer e^ = A wird. 

Hierbei wird, wenn m sehr gross ist, q unendlich klein, 
also w in der Umgebung von sich befinden. 

So wird für 

a = — oo, ^ = 0, q) = jCj A = Oj 

d. h. nähert man sich dem Punkte w = von der Seite der 

« ■ 

negativen reellen Zahlen, so wird e^ =0. Ist aber a='\-oo, 

so ist (> = 0, 9? = 0, c •^ = oo, d. h. nähert man sich dem 

Punkte w = von der Seite der + reellen Zahlen, so ist 
1 

e«' =oo. Nähert man sich dem Punkte tv = von der 

Seite der positiven rein imaginären Zahlen, ist also 9> = o~ ? 
SO ist 

tg 9 = cx>, a = 0, (. = ^„-~ - • 

Setzt man n = 0, so ist q = — « • Es wird also für 

1 
e^ = ^ = e**/* = cos i3 + i sin i3 = cos — i sin - 

YoUständig unbestimmt. 
16. Ist 

z 
W = 

»0 



jR{z)dz 
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und jB(j8?) eine rationale Funktion von iSy so wird Wy als 
Funktion der oberen Grenze je? aufgefasst, in der Umgebung eines 
jeden Punktes, für den jB(je?) endlich ist, eine eindeutige 
Funktion von sein. 

Wird aber R(/) für js = b unendlich, so dass 

^'^^^ - (^ _ j)„ -^ (^ _ i,)n-i i- - (« _ 6)« -t- ^ _ 6 

+ 5o + £,(;Er-6) + ... 
ist, so wird 

w = C— ^ " 1 »-1 



« — 1 (2 _ j)«-i » — 2 (g _ ftjn-a » — 6 

WO G eine endliche Konstante bedeutet. 

Umkreist nun ohne aus der Umgebung von 6 heraus- 
zutreten den Punkt 6, so wird sich der log (z — V) um 27ci 
ändern, also w um 2niA^ und w kann daher nur eindeutig 
sein, wenn ^^ = ist. 

Wird die rationale Funktion Il{z) unendlich für 6^, b^y^-bm, 
aber so, dass jeder Koeffizient An von {z — bj)~^ in der Ent- 
imcklung von R{z) nach Potenzen von (z — bh) verschwindet 
und für den Punkt ;? = 00 in der Entwicklung der Koeffi- 
zient von zr-^ daher null ist (Satz 14, S. 42), dann wird w 
für alle Werte von z eine eindeutige Funktion sein, die in den 
Punkten \ ,., bmj 00,, nur von einer endlichen ganzzahligen 
Ordnung unendlich wird, und muss daher auch für eine end- 
liche Anzahl von Werten verschwinden, d. h. sie ist eine 
rationale Funktion von z. 



L Theü. 



Doppeltperiodische Funktionen. 



L Doppeltperiodische Punktionen im Allgemeinen. 

1. Die allgemeine eindeutige doppeltperiodische Funktion 
-F(w) genügt den beiden Gleichungen 

F{u + ß) = F{u) 
fIu + ß') = F(w), 

d. h. der Wert der Funktion bleibt ungeändert, wenn man 
zu dem Argumente u die konstante Grösse Sl oder £1' addirt. 
£ly Sl' heissen die Perioden. Es ist ohne weiteres klar, 
dass auch 

F(u + m£l + mSl') = F{u) 

sein wird, wenn m und m beliebige ganze positive oder 
negative Zahlen bedeuten, denn da sich F{u) nicht ändert 
bei Addition von Sl oder Sl' zum Argument, so kann es sich 
bei Subtraktion dieser Grössen vom Argumente auch nicht 
ändern und ebensowenig bei wiederholter Addition oder Sub- 
traktion. 

Es besitzt also F{u) nicht blos zwei Perioden, sondern 
unendlich viele, aber alle übrigen Perioden sind ganzzahlige 
Vielfache der beiden ersten Perioden £1 und Sl\ 

Die Perioden, aus denen sich alle übrigen als ganz- 
zahlige Vielfache ableiten lassen, heissen primitive Perioden, 

ß, Sl' sind primitive Perioden. Es giebt aber auch un- 
endlich viele primitive Perioden. 

Denn setzt man 

mSl + wi'iÄ' = 05 
fiß -j- fi Sl' = cö' 

und bestimmt ft, ^i so, dass, wenn m, m' keinen gemein- 
schaftlichen Faktor haben, 

BoBSK, eil. Ftmktionen. 4 
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m^i — m'ft = 1 
ist, so folgt 

Sl = II (o — m G) 

Sl' = — ft CO -[" ^ ^'7 

d. lt. ii, Ä' sind ganzzahlige Vielfache von cj, (o und daher 
lassen sich alle Perioden, die ganzzahlige Vielfache von «fö, ß' 
sind, auch als ganzzahlige Vielfache von co, (o darstellen oder 
cj, (x} sind primitive Perioden. 

2. Damit eine doppeltperiodische Funktion möglich ist, 

welche die Perioden Sl, Sl' besitzt, darf der Qtwtient ^ nicht 

reell sein. Denn wäre erstens 0^ = — ? wo m und n ganze 

rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind, so be- 
stimme man zwei ganze Zahlen ft und v so, dass 

mv + n^i = 1 
ist und setze 

vfl + iiSl' == d 

nfl — m£l' = 0, 

dann ist d eine Periode und es folgt 

^ =md 
Ä' = nd, 

d. h. £1 und Sl' sind ganzzahlige Vielfache der einen Periode d, 
es ist also die Funktion, welche die Perioden Ä, Sl' besitzt, 
nur einfach periodisch und hat die Periode d. 

Wäre zweitens ^7 irrational, so kann man einen Eetten- 

bruch bilden, der diesen Quotienten mit beliebiger Annäherung 

Z 

darstellt. Ist ^ der n*® Näherungswert, so wird 



N. 



n 



n TU 

und £ < 1 sein, oder 



NnSl - Zn^' = + 



— N. 



n 



ist auch eine Periode. Da aber Nn über alle Grenzen wächst, 
so wird die Periode Nn^ — Zn^l' unendlich klein, d. b. die 
Funktion bleibt unverändert, wenn man das Argument um 
unendlich wenig ändert, solche Funktionen wollen wir aber 
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Sl'Jl^ 




_.-...i4£: 



ausschliessen. Ist die Funktion eine Funktion des komplexen 
Arguments w = a; + ^2/? so muss sie eine Konstante sein, da 
sie durch Änderung des Argumentes nicht blos in der Rich- 
tung von iß, die mit der von ii' zusammenfällt, konstant 
bleibt, sondern zufolge der Gruudei genschaft der komplexen 
Funktion bei der Änderung in jeder Ilichtung konstant bleiben 
muss. *) 

3. Es ist also nur möglich, dass ^v = a -\- iß ist und ß 

von Null verschieden, d. h. dass die Strecken oÄ und oÄ', 
(Fig. 20), verschiedene Rich- 
tungen haben, es also stets mög- 
lich ist ein Parallelogramm zu 
bilden, dessen Seiten Ä und ii' 
sind. Dieses -Parallelogramm 
heisse Periodenparallelogramm, 

Setzt man an das erste 
Periodenparallelogramm an jede 
Seite ein zweites, an diese er- 
haltenen wieder andere, so er- 
hält man die ganze Ebene auf 
diese Art lückenlos mit solchen Parallelogrammen überdeckt. 

Ist V ein beliebiger Punkt der Ebene, so kann man 

v = mSl + m'Sr -f- g.<^ -f g'ii' 

setzen, wo m und m' ganze Zahlen bedeuten und 

0<§<1; 0<r<l 

ist, da V notwendig in einem der konstruirten Parallelogramme 
liegt. Dann ist aber 

F(v) = F{mSl + m'Sl' + ^Sl + ^'Sl') 

wenn u = |Ä + S'*^' gesetzt wird. 

Der Punkt u liegt aber zu Folge der Bedingung 

0^S<1; 0<r<l 



Fig. 20. 



*) Es lässt sich auch zeigen, worauf hier nicht eingegangen werden 
ßoU, dass eine eindeutige Funktion ei^ier Variablen mit mehr als zwei 
von einander unabhängigen Perioden nicht existiren kann. Vergl. 
Eönigsberger, „Theorie der ellipt. Funktionen." L Theil. S. 363. 

4* 
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in dem Periodenparallelogramm, welches an den Anfangs- 
punkt angelegt ist, und man ersieht aus obiger Gleichung, 
dass die doppeltperiodisclie Funktion F(u) im ersten Perioden- 
Parallelogramm schon alle Werte annimmt, die sie überhaupt 
annehmen kann. 

Es ist irrelevant, das Periodenparallelogramm geradlinig 
anzunehmen. Denken wir uns von o nach Sl und o nach ß' 
(Fig. 20) irgend eine sich nicht überschneidende Kurve otSl 
und osSl' gezogen, und die parallelen Seiten hinzu Sl'f 
Sl"\- Sl' und Sls Sl-\- Sl' konstruirt, so dass dieselben durch 
Verschiebung um Sl' resp. Sl aus den ersteren hervorgehen, 
so wird ein solches Parallelogramm ebenso dazu geeignet sein 
die ganze Ebene durch seine kongruenten Reproduktionen 
lückenlos zu überdecken; und innerhalb eines derselben nimmt 
die doppeltperiodische Funktion F(u) alle ihre Werte be- 
reits an. 

4. Bevor wir dazu übergehen, die fundamentalen Eigen- 
schaften der doppeltperiodischen Funktionen zu entwickeln, 
wollen wir spezielle doppeltperiodische Funktionen aufstellen, 
damit an der Existenz der Funktionen kein Zweifel obwaltet. 

Gesetzt wir hätten eine eindeutige einfach periodische 
Funktion mit der Periode o gefunden, welche den beiden 
Gleichungen genügt: 

f(u + (»)== f(u) 

f(u + oj') = /'(w)e-(2«+*"')V, 

und wir bilden die Funktion 

Fiu)= ^(^^ 



Aw + ica)' 

von der wir nachweisen können, dass sie keine Eonstante 

ist, dann wird 

' F{u + o) = F{u) 

fIu + ö ) = — fIu), 
also 

F{u + 2o') = F{u), 

d. h. F(u) wird eine doppeltperiodische Funktion mit den 
Perioden o, 2a}' sein. Solche Funktionen /*(w), wie wir sie 
forderten, können wir aber in der That leicht aufstellen. Es sind 
das die Thetafunktionen, zu denen wir daher übergehen wollen. 
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5. Ist 



-foo 



CO 



00 



eine konvergente Reihe ^ so stellt sie eine eindeutige ^ ein- 
fach periodische Funktion dar. 
Denn es ist 

/•(« + «)=/•(«), 

da 

U-\-M U U 

2n ' ni 2n — 7ti 2n7ti 2n — Tti 



(O 



= e "^ e = e "" 



ist. Damit die Reihe konvergirt, ist notwendig und hin- 
reichend, dass die beiden Reihen 



00 




» An e 



2n - ni 

(U 



und 



u 



— 1 u "^ 

Ä , ^1 Ä 2n ni ^ , ^^-y ^ —2n"ni 



00 



unbedingt konvergiren. Die Reihen konvergiren jedenfalls 
gleichmässig und unbedingt, wenn 

A. 



lim 



'n + l 2- ni \ ^ < 

7 e o. 1 < 1 



resp. 



n = Qo 



lim 



^_„+l —2-ni 
— n 



(A) 



<1.*) 



n = oo 



Wir legen nun f(u) die zweite Bedingung auf, dass 



*) Yergl. Harnack: Elemente der Differential- und Integral- 
rechnung. Leipzig 1881. S. 129 fiP. 
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-(ä.,-f»)^-/... 



wird, und setzen ii der Bedingung (A) gemäss gewählt voraus. 



Es ist 






— » 

und 

X 

Setzt man in der ersten Reihe n — 1 an Stelle von n, 
wodurch die Summationsgrenzen ungeändert bleiben, so muss 

-f- 2C u Cü' + ^ u tu' 
^K-1 , 2in — l)—ni 2in—l)—7ii ^^ ^ 3(« — 1) — «i ai 

— X — X 



sein , daher *) 



oder 



mithin 



2(/t— l)--7r/ ^ — ni 

■.2rt — 1) — TT» 



(2ii-5)"7ri 
An-2 = An-ze 



CÜ 

3 — /r/ 



ni 



A^ == -.'li c 

A^ =AQe'"". 

Multiplizirt man die Gleichungen mit einander, so fallt 
rechts und links das Produkt 

aus, und es folgt 



2- Tti 

*) Setzt man e ^ = a?, so ist der angewandte Satz ein be- 
kannter Satz über Potenzreihen. 

**) Setzt man 1 + 3 + 5 + ••• + 2n — 1 = s, so ist w(2w -\- 1) 

= l + 2 + 3H |-2n = « + 2(l + 2H [.n) = s + w(n+l), 

daher s == w*« 
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folglich 



, , , ^r^ n^ni "In — n i 



— 00 
+ 00 



Tti 



j. ^. (n*co'-i-2n«) 




» 



Wie man sich leicht überzeugt, besitzt auch f{u) die 
beiden verlangten Eigenschaften. Wir wollen die Bedingung 
für die Konvergenz der Reihe aufstellen. 

Zu dem Zwecke betrachten wir zuerst die Halbreihe 



^ Tti 

(n^(o'4-2nw) 

e "* 



2 



und wenden das Kriterium (A) an, dass die Reihe 



» 




»Vn 



konvergirt, wenn 



ist. Nun ist 



lim 



V 



«-f-i 



<1 



Vn I 



n = oo 



Tti 



^n + 1 [(2»+1)cü'4-2m] 



V 



Setzen wir 



n 



J = « + i^, l==^ + iri> 



so wissen wir, dass ß nicht uull sein darf, damit wir o und 
d' zu Perioden einer doppeltperiodischen Funktion wählen 
können. Es wird dann 



V 



daher 



I 

^-^^ = ^:in4-l){a-i-i[i)rti-{-2(i-\-iti)ffi 

>_, 0^{2n + l)fijf—2tjTt,^[{2n'{-l)a-\'2g]7ti 



V 



n 



^n+1 



V^ 



ß—{in-\-l)[irt—2t]n 



Die notwendige und hinreichende^ Bedingung dafür, dass 



lim 



V 



n+l 



V 



n 



<l 



n=sao 
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ist, ist daher 

ß>0. 

Ist ß positiv, so wird 

V 



lim 
und die Reihe 



Vn 



= 



n=ao 



e ^ 



^r-7 (n«ej)' + 2ntt) — 



konvergirt für alle endlichen Werte von u. 
Die zweite Halbreihe 

00 00 

transformiren wir durch die Substitution w = — m in 

* 7t i 

1 

wodurch die Summe dieselbe ist, wie die frühere, nur — u 
statt ti gesetzt. Da aber die frühere Reihe, sobald /3 > ist, 
für jedes endliche u konvergirt, so konvergirt sie auch für 
— Uy d. h. die letzte Reihe konvergirt unter derselben Be- 
dingung. Wir haben also: 
Die Beihe 

+ « ni 

"7 (n*ai-}-2nM) — 

nß *" 




00 



Jconvergirt unbedingt und ghichmässig für alle endlichen «*, sobald 



CO 



der Koeffizimt von i in — positiv ist. 



Wir setzen 



»,{u) = y'^e ^ '" (B) 



00 



SO ersehen wir, dass ^^{u) eine eindeutige, für jedes end- 
liche u endliche Funktion ist, welche die Eigenschaft be- 
sitzt, dass 

^s(^ + (o) =^s{u) 



^^(u+ <D') = d'Q{u)e ' ^ '« 
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ist. Diese Eigenschaffcen bestimmen, wie wir sehen werden, 
die Funktion d'^(u) bis auf einen konstanten Faktor, indem 
die allgemeinste Funktion f(ti\ welche diese Eigenschaften be- 
sitzt, sich gleich 

Ä^d'^iu) = f(u) 

ergiebt. 

6. Wir wollen aus der Funktion '9'3(«*) durch Hinzufügen 
von halben Perioden noch drei andere Funktionen ableiten. 
Und zwar setzen wir 



QO 



(n'(ü'+2nw) — 

5 






— X) 



i(2u4-icü')— '^^ (rt»Cü'H-/io)' + 2nM) * 

= e ^ >«e ^ 




oo 



[n' CO' -f- n (ü' -f l" eo' + (2 n + 1) m] — * 

= yne ^ 



00 



"^* l(n + -i)»w' + 2(n+4)tt]''* 



00 



= >>«e , 



00 

'n(— 1) e *" 

00 

— 00 

Mit Rücksicht auf das Verhalten von d^^iu) gegenüber 
den Perioden © und co' erhält man zufolge der Definitions- 
gleichungen der einzelnen '^'-Funktionen die Gleichungen: 
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d'^{u + Cö) « d'^(u) 






^o(« + 0>) = -^oW , . ni 

— (2m + cü') — 

d'^iu + £»') = — ^o{^)e 



(Xi 



(I) 



«•,(« + ra) = - e-aC«) „, 

— (2«+cu) — 

Diese Gleichungen sind mit Hilfe der Reihenentwick- 
lungen der -d"- Funktionen leicht zu verificiren. Umgekehrt 
giebt jedes Paar von Gleichungen als Definitionsgleichungen 
der Funktion d' die entsprechende Reihenentwicklung, wenn 
der konstante Faktor Aq = 1 gesetzt wird. 

7. Setzt man 



H^..,,)=^ji-ir-'-'hi)i--m (.) 



CO 



so ist d'{u,€,€) die allgemeine Thetaftinktion, welche für spe- 
zielle Werte von £, b in die vier obigen # übergeht. Sy e 
heissen die Clmrakteristiken der ^-Funktion. 

Es ist 

^(w, 0, 0) = %'.^{u) 

^{ii, 1, -1)=^,(m), 

wie aus der Vergleichung der Reihen ohne weiteres folgt. 
Man überzeugt sich, wie bei ^^(u)^ dass die Reihe für 

^{u, Sj s) konvergirt, sobald nur der Koeffizient von i in ~ 

positiv ist. 

Es ist ferner 

»(u, a + 2, O = »(u, e, s') 

^(m, s, «' + 2) = (- 1)' ^(«, £, e'), ^'^^ 

denn ändert man £ um 2 und schreibt n — 1 an 'Stelle[^von n, 
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wodurch die %'(uj s,s') nicht geändert wird, so ersieht man, 
dass die erste der Gleichungen richtig ist. Um die zweite 
zu verifiziren beachte man, dass jeder Exponent von e in (1) 
um (2n + s)yti wächst und dass 

ist. Man kann also alle d'iu, s, s') mit ganzzahligen Cha- 
rakteristiken auf die vier d" zurückführen mit den Charakte- 
ristiken 0,0 — 1,1 0,1 — 1, welches geuau unsere vier 
'ö'-Funktionen sind. Ersetzt man in d'(u, s, s') u durch 

wo X und x' ganze Zahlen sein sollen, so wird der Exponent 
von c, abgesehen vom Faktor — , 

(w + ly« + 2(n + !)(«« + x'l + X J + a'^-^ 
= (» + ^^)V + 2(n + i. +-^)(„ + L±-'.) 



x' , / , e' + x' \ 



Daher ist 



^y^ + ^\^ +^\^y «M 



— oo 

also / , ,£D , a A 

^y^ + ^ 2 +^Y' ^^ ) 

Hieraus folgt für x = 0, x' = 2 resp. x = 2, x = 0, 
^{u + (ö , ££') = (— 1)' %'{u, es) 



woraus man für die speziellen Werte der Charakteristiken 
die vier Paar Definitionsgleichungen (I) für die vier 'd'-Funk- 
tionen erhält. 
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Es ist femer 

,(_„,., )=^«K-+9"'+'(-J)(-H-)]S. 

00 

Da aber 

2(^ + |)(- ^^ + i^ = ~ 2(n + ;-)(i. + 1-0,) 

ist, so folgt 

— oo 

also 

^(- w, ££') = (- !)">(«, ^O? (5) 

da man in der Summe n durch — (n + ^) ersetzen kann, 
sobald s, a' . . . oder 1 sind, was blos die Ordnung der 
Summation ändert. 

Von unseren vier '^'-Funktionen sind also drei gerade 
und nur eine ungerade, denn es ist 

8. Die Formel 

giebt uns die Verwandlungsformeln der vier '^'-Funktionen 
ineinander. 

a) £ = 0, f' = 0: 

#,00= *3(« + |-)eV'"^^)" (iii) 
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h) £ = 0, s = — l: 

X(x'— 1) 'K { J-"" '\^' 

d(«, X, «'- 1) = (- 1) ^ - »o{u+xi +xiyy'-^*'"i - 

«■»(«) = *o(« + 2) = ^o(« - 2) 

*,(«)= ^o(« + | + y)«("^^^" (IV) 

c) a = 1, f'= 0: 

»{u, 1 + X, X') = (- 1)'*' #,(« + x'j + X ;')/("+J'"') -"' 

#„(«)=i*,(«-i+^y<-)" (V) 

^i(«) = ^«(« - I) ^«(w + 2)- 

d) c = 1, c'^ — 1: 
^(u,l+x,x'+l)=(-l) ^ ^,^« + x'^ + x;yr+4- ;v 

^s(«)= ^x(« + V + y)«*"'''^'^" 

^«(«) =r^,(« + ;-)c(""^^)'^' (VI) 

«.,(«)= ^^^„ + l) = _^,^„_?.y 

9. Die Reihen für die '9'- Funktionen können noch in 
anderer Form dargestellt werden. 

Man setze mit Jaeobi, dem Begründer der Theorie der 
O'-Funktionen, 



«" =3: 



CO 
09 

Koeffizienten von * besitzt Es wird dann 



so wissen wir, dass mod g < 1 ist, da — einen positiven 
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+ * ni +<» u 

^3 (te) = >„ e « =^'* 2 "^ "" 



X) QO 



— Im °° i/ 

'C-^ „ 2n-7li ^sr^ „ 2n-ni 

^yiq^^e ^' + 1 + >«3^ e ^ . 

— OD 1 

Schreibt man in der ersten Summe — w an Stelle von 
n, so wird die Summe von + oo bis + 1 zu erstrecken sein, 
und es wird daher 

<» ^ u QO 11 

1 1 

Da die Reihen aber unbedingt konvergiren für alle end- 
lichen iij so kann man die Glieder mit g**^ zusammenfassen 
und hat 

, ^ ^ . '^;^ ol 27i-7ri . — 2n-7ri\ 

*s(m) = 1 +^ng»V '" +e "" / 

1 

Da nun 

(f' + c""^' = 2cosa? 

ist, so ergiebt sich %'^{u) in der Form 

'^3 W = 1 + 2 J>ng"^C0s2ll - 7t, 

1 

Ändert man u um — - , so erhält man 

00 

U 




^oW = 1 + 2^K- l)«g'*'cos2n;;r, 



da cos(n;r -(- a;) = ( — 1)" cosrc ist. 
Es war ferner 



cu 

QO QO 




«5 

In der ersten Summe setzen wir für n, — n — 1 , wo- 
durch sie von + ^^ ^is für das neue n zu erstrecken ist 
und es ist 
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00 

CO 



_V3^-+ir(/("+i)^-_j.,-«(-+i)^».\ 





OD 



*^(m) = 2^q^''+^yco8{2n + 1)"-« 



6) 


00 





oder, wenn man für n., n — 1 einführt, 



CO 



d-^{u) = 2qi^nqn{n-i)^Q^^2n — 1) '* jt. 



1 



CO 



Ändert man ti um — — , so wird 

m 

00 

#,(«) = 23t2^(- l)'-i3«<"-»)8in (2« - l)-^;c, 

1 

da 

cos (2m — i)\x — 2/ "^ (~~ lj"~^sin(2w — l)a; 
ist. Fassen wir die vier Formeln zusammen, so ist also 



X 



^^(u) = 1 + 2 ^ g*»" cos 2W ** ITT 

1 



00 

u 



#oOO - 1 + 22j<- lYq'^'oos2nrjt 

00 ' (VII) 

d'^(n) = 22i^(7''(''-')cos (2n — 1) ^ ^ 

1 

OD 

«•^(ti) = 2qi^^(— l)'»-i3«<«-i)sin(2n - 1) ^ ;r. 
Hieraus ersehen wir wie früher, dass 

^2(— ^*) = '^2(«*) -^1 (— ^0 = - ^1 00 

ist, d. h. dass nur die Funktion '9'i(w) ungerade, die übrigen 
gerade Funktionen von u sind. Es ist ferner, wenn d'(0)^d' 
gesetzt wird. 
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00 



^a = l + 2>g»' = l + 2(2+3^+3»+ä'«+3'«> + ...) 



1 

00 



#0 = 1 + 2 >.(-l)-g»'=l- 2(g-3*+3«-3i«+-) (VIII) 



1 

00 



#. 



= 2qi^q-^^-''^^2q^{l+q^ + q^+q''+q^' + ...) 



-^1 = 0. 

Diese Reihenentwicklungen für die d'(ti) und d" sind 
äusserst konvergent, da 1 2 1 < 1 ist und die Potenzen von q 
äusserst rasch wachsen. 

10. Wir sahen soeben, dass 

d'^ (ti — a) für n = a 

verschwindet, da aber bei der Addition von mcj + m'co' 
(m,m' ganze Zahlen) zum Argument die -ö*! -Funktion sich 
reproduzirt multiplizirt mit einem Exponentialfaktor, so muss 
auch 

sein für u = a, d. h. es ist 

wenn m und m beliebige ganze Zahlen sind. Man ersieht 
aber, dass, wenn d-^^u — «) = wäre für u — a = ß, wo ß 
innerhalb des ersten Periodenparallelogramms läge, dass auch 

J&^iß + mco + m C3') = 

wäre, d. h. aus jeder Verschwindungsstelle der Funktion 
'^1 (^ — ^) innerhalb des ersten Periodenparallelogrammes 
folgen unendlich viele, jede als eine dazu kongruente Stelle 
in jedem der unendlich vielen Parallelogramme, die man aus 
CO, oj' konstruirend neben einander legen kann. Können wir 
daher nachweisen, dass O-^fw — a) nur einmal innerhalb des 
ersten Parallelogramms, nämlich für tf = a, verschwindet^ so 
sind alle Nullstellen von %'i{u) in der Formel 

enthalten, wo m, m' ganze Zahlen sind. 

Wir bemerken, dass ^^{u) für keinen endlichen Wert u 
unendlich wird. 



IL Theorie der Thetafunktionen. 



65 



Nun ist J*d log d'^ (u — a) genommen längs der Be- 
grenzung einer Fläche, innerhalb welcher d'^ (n) eindeutig ist, 
und die den Punkt u = oo nicht einschliesst, gleich 2mn, 
wenn n die Anzahl der Nullstellen von d'^ (ii — a) ist (vergl. 
Satz 13, S. 57), da d'^iu — a) 
nicht unendlich werden kann. 

Wir nehmen das Perioden- 
parallelogramm Oabc (Fig. 21), 
als die Fläche, längs deren Be- 
grenzung das Integral zu er- 
strecken ist, wobei — 

Oa = «ö = c6, Oc == o' = ah 

ist. Es ist 

2jtin =Jdlogd'i {u — a) 



ooy 



Fiff. 21. 



Oahc 



=/|dlog*, (n - a) -i-fldlog», (»/ - a) +J] d log », (« - «) 

Oa ah hc 



ah 




-\-J\d\og%'^{H — a) *) 



cu 



(a-\-(xi 



(0 



=/]dlog'9'i {u — a) +fdlog d^j^Qi — a) +J|rflog ^^{n — a) 

cj ot -I- 0) 







+y!rnog *,(« — «). 



M 



Im dritten Integral setzeu wir u = //' -f- gj', da dann 

-ö-j (m— «) = ^^ {in — a -j- ö) j = — 0-1 (?< — a)e 

ist, so ist 

log-Ö-iCw — a) = log(— 1) + log'9'i(?/'— a) -~ (2?e'— 2a + co') 



Tri 

0} 



(U 



dlog-ö*! (w — a) = d\og%'^{n — a) — 





2jri 



du 



(ü 







J I tZ log #1 (ff -a)=j\d log #1 (f / - «) - ^J ■ r/y/ 



0) 



= — j \d log'9'i (?/ — a) + 2^1. 



Ü 

*) unter /] das längs der Geraden a hin erstreckte Integral ver- 
standen. Oa 

BoBEK, eil. Funktionen. 5 
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Im zweiten Integral setzen wir ti -\- o = U] da dann 
dlog d'i (u — a) = dlogd'j^ (u — a) 
wird^ so ist 

J*dlogd'i{ii — a) =Jd\ogd'i(u — a). 

Führt man diese Werte der Integrale in obige Gleichung 
ein, und ersetzt die Integrationsvariable u durch Uy so wird 

2jtin = fdlogd'i(u — a) 



Oabc 

(a üj' 



=J\d\ogd'i(ti — a) +ßd\ogd'i(u — a) 



CO (O 

— Jldlogd'i (h — «) + 2:7ri — ßd\ogd'i{u — a) 



d. h. w = 1 ; es verschwindet also -Ö-j (ti — cc) nur einmal 
innerhalb des Periodenparallelogrammes und zwar für ti = a 
und daher sind alle Werte von u, für welche 

^^(u) = 
ist, enthalten in 

u ^= mm -\- m (o. 

Betrachtet man die Formeln (VI) S. 61, so ergeben 
sich hieraus die Werte, für welche die übrigen 'S*- Funktionen 
verschwinden. Wir erhalten auf diese Art: 

^lOO = ö f^^ ^^ = niG) -\- m (o 

'^2(^0 = yy u ^= {m -{- \)cj + mcj' 

'^s W = ;, u = {m + ^)c3 + (m + \)a 

^'^^{^^) = „ 11 = mo + (*^' + ^^\ 

wobei m, m ganze positive oder negative Zahlen sind. Zu- 
gleich sind die Werte von u die einzigen, für welche die 
'O'-Funktionen verschwinden. 

11. Mit Hilfe der aufgestellten '^'-Funktionen ist es nun 
leicht, doppeltperiodische Funktionen zu bilden. So ist 

c eine beliebige von u unabhängige Grösse, eine eindeutige 
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Funktion von i«, welche die Perioden 2(d und q' besitzt. 
Dass 9>(u) keine Eonstante ist ersieht man daraus, dass sie 

für u = — unendlich und für u = null wird. Da ferner 

/IN -ö*! (W + Co) «•, (U) f V 

^ ^ ' ^ -^o (W + ®) ^0 M ^ V / 

ist; 80 ist 

9 (m 4" 2o) == — 9?(w + q) = 900* 

Ebenso ist 

daher: 

In ganz derselben Weise erkennt man, dass die Quo- 
tienten : 

STT"^; ^r?-^ die Perioden 2gj oj' haben, 






„ „ G) 2gj „ 



also mit beliebigen, von u unabhängigen Grössen multipli- 
zirt doppeltperiodische Funktionen liefern. 



5* 




a+n.' 



in. Fundamentale Sätze über doppeltperiodische 

Funktionen. 

12. Jede einde^ttige doppeltperiodische Funktion wird inner- 
halb eines Periodenparallelogramms*) ebenso oft unendlich als null. 
Wir wollen voraussetzen, dass jede Null- oder ünend- 
liehkeitsstelle der Funktion eine einfache ist, da, wenn dieselbe 
mehrfach ist, dies bei dem Zählen derselben immer als eia 
Zusammenrücken mehrerer einfacher aufgefasst werden kann. 
Ist die Stelle u = a eine v-fache Null- oder Uüendlichkeits- 

^, stelle, so ist auch in obigem 
Satze diese Stelle als v Null- 
oder Unendlichkeitswerte einzu- 
führen. Hat also die doppeltperio- 
dische Funktion F{ti) innerhalb 
des Periodenparallelogrammes 0, 
a, ii + ß', i^' ... m Nullstellen 
und n ünendlichkeitsstellen, so ist nach Satz 13 d. E., S. 37 

fd log F{u) = 2%i (m — n), 

9t 

unter % die Kontur des krummlinigen Parallelogrammes 
Fig. 22 verstanden. Nun ist 

Jd\o^F{u)^Jd\o^Fu+Jd\ogFu+Jd\ogFu+Jd\oq,Fu*'') 



Fig. 22. 



« 



ü 



i2 



il-{-Sl' 



Q 



*) Wir setzen immer ein primitives Periodenparallelogramm voraus, 
d. b. ein solches, dessen Seiten primitive Perioden sind. Die eine Ecke 
möge w = sein, was nnwesentlich ist. 

**) Sollte auf dem Integrationswege ein Unstetigkeitspunkt von 
d lg F{u) liegen , so kann man denselben so abändern , dass der neue 
Weg nicht hindurchgeht, wodurch der zu diesem prarallele Weg auch 
durch keinen solchen Punkt führen wird. 
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Im zweiten Integral bewegt sieh die Integrationsvariable von 
£1 nach £1 + £^\ ersetzen wir sie durch t«' + ii, so wird u 
von nach Sl' laufen und es ist dann 

JdlogFu =fdlogF(u + £i) =fd logFu =fd logFu, 

i2 ü 

da F(u + ß) =» F(u) ist, und das bestimmte Integral von 
der Integrationsvariablen unabhängig ist, denn der Weg der- 
selben ist vorgeschrieben. Ersetzt man in dem dritten Inte- 
gral* u durch u + £l\ so wird u' die Werte von Sl nach 
durchlaufen und da auch 

F(ti + Ä') = F{u) 
ist, so wird 

i2' 

fdlogF(ti) = fdlogF(u + fl') =fd\ogF(u), 

also ist 

Jd log F{u) =Jd \ogFu+fd logFu +fd logFti+fd log Fw = , 

da sich das erste und dritte, sowie das zweite und letzte 
Integral gegenseitig aufheben. 
Mithin ist 

wodurch der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

13. Jede eindeutige doppeltperiodische Funlctioii nimmt 
einen beliebig gegebenen Wert A eben so oft an, als sie unend- 
lich oder null unrd. Denn F(ii) — A ist eine doppeltperiodische 
Punktion von m, welche genau so oft unendlich wird, wie 
F(u\ also muss F(u) — A = eben so oft werden, als F(u) 
unendlich oder F(u) = wird. Hierbei ist als Voraus- 
setzung, dass F(ti) = A für u = a wird, aber so, dass F\a) 
nicht null ist, weil sonst F(u) — A für u = a zweimal null 
werden würde. Ist also A = F{a) und F\a) = 0, so ist 
eine solche Stelle so zu zählen, dass F(a) zweimal gleich 
Ä wird. 

Man nennt eine doppeltperiodische Funktion, welche im 
primitiven Periodenparallelogramm w-mal unendlich wird, 
eine doppeltperiodische Funktion n^^ Ordnung. In dem Vor- 
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stehenden und Folgenden ist n stets als endliehe Zahl anzu- 
nehmen. (Vergleiche die Bedingungen für den Satz 13 und 
8 der Einleitung.) Dann können wir die Sätze 12 und 13 
einfach so ausdrücken: 

Eine doppeltperiodische FtmMion n*®' Ordnung nimmt jeden 
Wert genau n-mal in einem pimitiven Periodenparallelogramme 
an, d. h. wenn das Argument ti derselben nur Werte an- 
nimmt von der Form |ii + l'ß', wo ^ |< 1, ^ g' < 1. 

14. Für jede eindeutige doppeltperiodische Fmtktion ist 
die Summe der logarithmisclien Besidua nulL 
Nach Satz 14 S. 41 ist 



/■ 



n n 



*F(u) du = 27ci ^ [F(ti)\u—u^.)—^ = 2jri ^ Ar, 

wenn -F(a,.) = <x> ist und [F{u)]{tt^a^.)— ^ = Äv der Koeffizient 

von (u — a,)""^ ist in der Entwicklung von F{u) in der 
Umgebung von «,,, da wir 31 so wählen werden, dass der 
Punkt u =z CO nicht innerhalb liegt. Wir nehmen als Sl 
das Periodenparallelogramm (Fig. 22), und es ist 

fF{ti)du=fF(u)du +jF{u)du.+jF(u)du +jF{u)du =0, 

% ü i2 i2+i2' ^ 

da F{u + ^) = F{u) und F{u + i^') = F{u) ist. Mithin ist 

n 

1 

Wäre nun jedes Av = 0, so könnte F{u) nur so unendlich 
werden, dass jede Unendlichkeitsstelle eine mehrfache wird. 
Wird F{u) innerhalb des Periodenparallelogramms nicht 
unendlich gross, so kann F{u) für keinen Wert innerhalb 
des Periodenparallelogramms auch verschwinden, d. h. F(u) 
wird überhaupt für keinen endlichen Wert von u unendlich 

gross oder null. Da also ^^(t*) febenso ^y-yl als eindeutige 

Funktion von u für keinen endlichen noch so grossen Wert 
von u unendlich werden kann, sondern stets dieselben end- 
lichen Werte annehmen muss, die es im ersten Parallelo- 
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gramme hatte, so muss F{u) von u unabhängig, d. h. eine 
Konstante sein.*) Daher: 

Jede doppeltperiodische eindeutige Funktion ^ welclie inner- 
halb eines Periodenparallelogrammes nicht unendlich wird, ist 
eine Konstante. Eindeutige doppeltperiodische Funktionen, welche 
nur für einen Wert von u innerhalb des PeriodenparaUelo- 
grammes einfach unendlich werden, existircn nicht. 

Denn soll F{u) für «f = a einfach unendlich werden, 
so muss 

sein, da aber nach eben bewiesenem 2^Äv = sein muss, so 
müsste J. «= sein, d. h. F(ti) würde für u = a auch nicht 
unendlich werden, müsste daher eine Konstante sein. 

Doppeltperiodische Funktionen niedrigster Ordnung sind 
daher die von der zweiten Ordnung. Sind die beiden ünend- 
lichkeitspunkte von einander verschieden, so ist: 

^(«) - ü--^ + J^ + ^i(» -«.) + ••• 

^(«) = ir^t" + ^''^ -^^^'^^ -«.) + ••• 

sein in der Umgebung von «^ resp. «g. Sind aber die beiden 
Unendlichkeitspunkte nicht verschieden, dann wird F(u) für 
u = a von der zweiten Ordnung unendlich und es muss 

■f'W = („~ t)-. + ^ + ^1 (« + «) + •• •. 

sein, d. h. das Glied mit muss ausfallen. 

Znsatz. Soll eine eindeutige für alle endliclien Werte 
von u endliche Funktion von u den beiden Gleichungen 



*) Denn da Fiu) für alle endlichen u endlich bleibt und ein- 
deutig ist, 80 gilt um den Punkt a die Entwicklung 

JP(t*) = ^ + ^1 (w ~ a) + J,(w - ay + A^{u — a^ -\ 

für alle endlichen noch so grossen m. Wenn aber u über alle Grenzen 
wächst, so wird die Beihe rechts auch über alle Grenzen wachsen 
müssen, d. h. JP(w) selbst ins Unendliche wachsen müssen, wenn nicht 
^j = 0, ^2 = . . ., also F{u) = A eine Konstante ist. 
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q){u + co) = {— ly q){ii) 

geniigen, so muss q){u) = C . ^{u, ss') sein, wo C eine von 
u unabhängige Grösse ist und d'{Uj es') die in (7) S. 58 auf- 
gestellte 'ö'-Funktion ist. Denn es ist 

eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden o iind o'; 
also ist 

Nun soll q)(u) nicht unendlich werden, also kann f(u) nur 
unendlich werden, wenn d'iUy es') = ist. Wie wir sahen 
verschwindet aber d'(ti, es') nur für einen Wert von u ein- 
fach innerhalb des Periodenparallelogramms, also könnte 
f(ti) nur für einen Wert von u innerhalb des Perioden- 
parallelogramms unendlich von der ersten Ordnung werden, 
und daher muss f(ti) eine von u unabhängige Konstante 
sein, folglich ist 

q){u) = C . d'(u, es'), 

16. Wird F(u) = A nur für ti ^= u^ Mg . . . m», ohne 
dass F'{uv) = wärey ist also F(ti) eine doppeltperiodische 
Funktion w*®' Ordnung, so ist 

«*1 + ^2 + % H Wn = C, 

WO c eine von u und von Ä unabhängige Grösse ist (Liou- 
ville'scher Satz). 

Es sei F{u) = oo für w = a^, «2 • • • ^nj diese also lauter 
einfache ünendlichkeitsstellen und alle im ersten Perioden- 
parallelogramm. Dann ist 



==j'ud\og{F{u) - Ä) =J'^j^ du 



n ,^ .„, . . n 



-'"[2jm'^-''"+2fm^^'"] 



1 ^ 



nach Satz 14 S. 41. 
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Es ist aber 
r uF'(u) , o • r F'M 1 o • 



Uy 



denn es ist i^(w) — ^ = (w — ^^^(w), wo ^>{^i^^ = -4^0 
ist; also ist 

und 9(m) verschwindet nicht in der Umgebung von Uvj wird 

auch nicht unendlich, also ist —r\- endliclu Genau so 
ergibt sich 



tfy 



da 

-7— log (i^w — -a) = f- ; , , = - tv/-^ - —r du 

du ^^ ^ u — a^ip{u) F{u) — A 

ist. Also folgt, wenn wir ?l als das Periodenparallelogramm 
(Fig. 22) nehmen: 

/« r '^ » 

ud\oq^{Fu — ^) = 2;ri ^te^ — ^«v 

Andrerseits können wir «T direkt berechnen. Es ist 
J=fudlog(Fu—Ä) -\'fudlog{Fu — Ä)+fud\og(Fu—Ä) 

i2 i2+i2' 



+ fu d \og(Fu — Ä) ; 

i2' 

ersetzt man im zweiten Integral u durch w + ii, im dritten 
durch w + £l\ so wird 

J=fu d log (Fm - ^) +/(w + i^') d log (jPw - Ä) 









+ r(M + ßO ö! log (Fu -Ä)+Jud log (Fi* — Ä) 

und wenn man die sich aufhebenden Integrale fortlässt 

J ^ Sl Jd\og{F{u) - Ä)— Sl'Jdlog {F(u) — Ä). 
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Setzt man nun 

F(ii) — A = e, 

wo z die neue Integrationsvariable sein soll, so wird 
wo 'K und % ganze Zahlen sein müssen, da 

jp(0) = F{p:) = Fip:) 

ist. Dann wird 

d. h. 

Nun folgt ohne weiteres, dass J von ^ unabhängig ist. 
Denn ändert man Ä unendlich wenig ab, so müsste, wenn 
J von Ä abhängen würde, sich dieses auch im Allgemeinen 
unendlich wenig ändern. Da aber tc und x ganze Zahlen 
sind, so kann sich J nur um Sl oder ii' oder allgemein um 
mSl — mSl' ändern, welche Grösse nie unendlich klein sein 
kann, also kann J von fl nicht abhängen. 
Es ist überdiess auch 

^^ o /* d]g{Fu - A) ^, r d\g{Fu — A) 



- «/-^^^~/' - ^j 



dA ""J Fu — A ""J Fu — A 



»o-\-2x'7ti Zo-\-2xTti 

also J von ^ unabhängig. Daher ist 

n n 

1 1 

und 



n n 




1 1 

wodurch der Satz bewiesen.*) 

*) Würde für w=w^... F(w) — ^ = (u — t*^,)« [5+5i(w-Wy) + ...] 
sein und B von Null verschieden, d. h. würde F{u) für u = w^ den 
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Wird also F{u) = für u = ßu ß2 -- - ßn, so ist 



n n 



^J ßv = ^J^v + ^'^ "~ ^^' } 

1 1 

also ist 

n n 

1 1 

Wenn sich zwei Grössen u und v nur um ganzzahlige 
A^ielfache der Perioden £1, Ä' unterscheiden, wenn also 

(m, m ganze Zahlen), so wollen wir v^u (mod. Ä, Ä') schreiben 
und V congruent u modulo Perioden nennen. Es ist also 



n n 

V 

l" 




Hy zz. ^l Uy (mod ß, ß') . 



Wir können nun immer einfach bewirken, dass die 
Summe der Argumente, für welche eine Funktion einen be- 
stimmten Wert annimmt, = ist. Setzen wir nämlich 



(x-i) 
Wert A x-mal annehmen, also JP'(w^.) = 0, F" (t*^) = . . . F(w^) =0 

sein, 80 ergibt sich /Mdlg(^^(u) — ^) = 23rixWy, d. h. es würde in 



<r„ 



n 



der ^Aw das Argument %u als Summand auftreten, das ist genau 



n 
l' 

80, als ob K der Werte u^ einander gleich würden. Ebenso verhält 
es sich mit den ünendlichkeitsst eilen, wenn jP(m) — A für t* = a un- 
endlich von der iton Ordnung wird, dann Jstrttd!lg(F(t*) — J.) = — S^rtia 

also tritt in der Summe der a. die Grösse a X-mal auf. Ist also jede 

r 

Stelle u^ eine x^-fache Nullstelle von F(w) — J. und jedes a eine 
X -&che ünendlichkeitsstelle von JF(t*) — -1, so kann die Gleichung 

n m 

des Textes auch geschrieben werden : ^v x^ w^ = ^ X a + x' ß — x ß', 

11 * 

wobei ^y ''v = / ^/t ^^ ** ^®^' 
1 1 
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n 
CC 

V 

n ' 




so ist 

n n n 

^Ivv = ^luv — ^^vUv = (mod Sl, Sl"). 
111 

Die doppeltperiodische Funktion F{\i) wird 

eine doppeltperiodische Funktion von v mit denselben Pe- 
rioden Sl, Q! , nur ist das Periodenparallelogramm dieser 
gegen jenes verschoben. 

0, i^, i^ + i^', i^' sei das 
Periodenparallelogramm für F{u) 
(Fig. 22 a), das Argument von 

a = ^. Dann ist das «m 

n 

Oa in der Richtung Oa mit sich 
selbst parallell verschobene Pa- 
rallelogramm das Periodenpa- 

rallelogramm für F^ (v) = F\v -\ ^ 1 • 

16. Jede doppeltperiodisdie Funktion mit dm Perioden 
£1 und ^' kann durch die d'-FunJctionen mit denselben Perioden 
ausgedrückt werden. (Hermite'scher Satz.) 

Es sei 

F(u) = {ilY U = ßi,ß^... ßn 
F(u) = OO „ W = «1 , «2 . . . «n? 

jeder dieser Werte entspräche einer einfachen Null- resp. 
ünendlichkeitsstelle, F{u) sei also von der n*^ Ordnung; dann 
wissen wir, dass 

n n 

^ ^vßv — ^vav = TcSl — kSI' 

1 1 

ist, wo X, X ganze Zahlen sind. 
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Bilden wir die Funktion: 

^ W ^^ (,^ _■ a J>^ (t* _ a^) . . . ^^ (u ~ a J ^ " ^ 

SO ist 

q)(u -^ Sl) = (p(u) 

9)(m + ü ) = 9)(m) . c •^'^ . 6 •*'' 

= 9)(w) e •^'^ •^'^ 

= (p(ti), 

c3. h. 9)(w) ist ebenfalls eine doppeltperiodische Funktion mit 
^en Periöden £1 und Sl\ 
Es wird 

(p{u) = für U = ßiy ß2 * * > ßn 

und 

9 (w) = oo „ u = a^f a^ . . , an 

und nur für diese Werte und zwar für jeden einfach null 
resp. einfach unendlich. Daher wird die doppeltperiodische 

eindeutige Funktion — j-l für keinen Wert von u innerhalb 

des Periodenparallelogrammes null oder unendlich, sie ist 
folglich eine Konstante, also ist 

t(u) = cq)(u)=c ^, NO./" A <^~r ; ^ ' 

wobei 

n n 

1 1 

ist. Man erkennt hieraus, dass für eine doppeltperiodische 
Funktion nicht alle Werte gegeben sein können, für welche 
sie verschwindet und unendlich gross wird, sondern dass 
einer dieser Werte der Bedingung gemäss 

Uß, — 2Ja^ - (mod i^, Sl') 

bestimmt werden muss, sobald alle übrigen gegeben sind. 

Die obige Form von F(u) lässt sich noch etwas 
modificiren. 

Nach 7, S. (59), Formel (4) ist, wenn s=lj s = — 1 
und 2x', — 2x an Stelle von x', tc gesetzt werden: 
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daher 

setzt man nun v = ii — 2Jßv = u — 2?a, — (x'Ä — x£l'), 
so wird 



2x 

e 



s^ =(-1) e ^^ e ^^ \iu-2:ßr 



oder wenn 



gesetzt wird 



(— 1) e -^^ C -^^ ^ 

2x -" ;r/ «a-i (W — ^a,,) 

6 '^'^ = C 



^1 (t* - SP.) 

Setzt man nun diesen Wert für die Exponentielle in 
9)(h) ein, lässt c in eingehen, so wird: 

W — ^--^^{^ü~-\)^, (u -«,).. . ^, (w - aj ^, (t* - zp;^ ' 

WO nur lauter 'ö'^-Funktionen auftreten. 

Man ersieht sehr leicht, dass, wenn u = ß^ eine /tt-fache 
Nullstelle \ on F{u) wäre, dann statt d'^iu — ßi) der Faktor 
[d'^{u — ßi)Y aufzutreten brauchte, damit dieselben Schlüsse, 
wie früher, gelten, denn dann muss in 2Jav . • . «i fc-mal auf 

treten, also Ua^ = ft^i + «2 "1" ^3 ~f~ * * ' ^»' s^^^^» 

17. Die doppeltperiodischen Funktionen niedrigster Ord- 
nung, welche existiren, sind die »weiter Ordnung. Es sei 
q>{u) eine solche Funktion, so wird dieselbe innerhalb des 
Periodenparallelogramms Sl, Sl' zweimal unendlich gross und 
zwar sei diess für ^i = yi,y2 ^^^ FM, Wir setzen 

71 + 72 = ^• 
Soll nun <p{u) = Ä und g){v) = A sein, so muss 

ti -{- V-s^c (mod 5i, £l')j 
d. h. 

V = c — w + x'Sl — x£l\ 
daher ist 

<p{n) == (p(c — u -\- Tcil — TcSl') = (p{c — u). 
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Setzt man für m • • • - + m ein, so wird 

9>(y + «) = 9>(-2 -^)y 

d. h. ^(g +wj ist eine gerade doppeltperiodische Funktion 
zweiter Ordnung von m, welche unendlich wird für u gleich 

Vi — y-i „«^ yi - y^ 



und — 



2 2 ' 

denn es ist 

Sind y^ und y^ von einander verschieden^ so wird q>{\C) 
für jede Stelle einfach unendlich, dann werden ^* -^ und 



yi — y« 



9 

einander nicht congruent nach den Perioden sein; 



- (mod i^, ^'), 



2 

denn wäre 

y i — y% — __ yi - y« 

2 ~ 2 

so müsste 

yi "" ^2 (mod »$i, Sl') 
oder 

j/j — ^2 (üiod .ß, ^') 

sein, was wir nicht voraussetzten; daher wird tp (-- + u\ 

auch für zwei von einander verschiedene Stellen des Perioden- 
parallelogramms einfach unendlich, an denen, für welche 

Wäre aber y^ = y^, dann müsste q){ti) für xi = yj doppelt 
unendlich gross werden, dann wird aber auch 

^(2 +^7 ^^'(ri + ^0 

für u = doppelt unendlich gross. 
Da 

<)p(y+«*) = <p(| -«0 
ist, so ist 
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9)'(t*) = --^ — gesetzt, d. h. ^'(ö +^) ^^^ ®^^® ungerade 
doppeltperiodisehe Funktion mit denselben Perioden wie 
9)(— +«/) oder q)(u). Wird y^ nicht gleich yg angenommen, 

d. h. wird ^(w), also auch (p\Y +^7 ^^^ z^^i ^on einander 

verschiedene Werte von u unendlich gross, so ist q/ f — + u) 
eine doppeltperiodische Funktion viefi'ter Ordnung. Ist aber 
?! =7^2? SO ist ^'\^ +^') ßine doppeltperiodische Funktion 
dritter Ordnung. 

q) ( Y "f" ^7 kann als Ableitung der eindeutigen Funktion 

9 ( Y + «*) nur unendlich werden, wenn 9' ( y + w ) unendlich 
wird (cf. Satz 13, S. 34). Da für die einfache ünendlichkeits- 
stelle u "El -^ = /, wo y im ersten Periodenparallelo- 
gramm liegen soll, 

^1+") =--« ^y +£ + £,(«- y')^ + • • • 

ist, so folgt 

9,'(^«+„) = _-_4_ + B, + ..., 

d. h. 9' ( + t*j wird für jede der einfachen ünendlichkeits- 

stellen w -^ + doppelt unendlich gross, ist also von 

der vierten Ordnung. 

Ist aber y^ = y^^^ dann muss 

9^(1+^) = ~i^J,y + -ßo + -Bi(w - T'i) H 

sein, indem das Glied mit t^ fehlen muss und 

' (w — Vi) 

^'(2 +^)=-(^^^ + ^i + '-' 
wird für w = y^ dreifach unendlich gross und es fehlen die 

Glieder zweiter und erster Ordnung, (p ( - + w ) ist also von 

der dritt^en Ordnung. 
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Wir können auch die Nullstellen von 9' (^ + u) ein- 
fach angeben. 

a) q)' ( Y 4" w) 8®^ von der 4. Ordnung, es besitzt dann 
vier Nullstellen. Nun ist 

setzt man u => 0, so folgt 

'p' ( 2 ) = - 'p' (I) ' 

es muss also 9' (--) = sein, da es nicht unendlich sein 
kann^ denn die ünendlichkeitsstellen von 9' ( « + ^4 sind 

« - ± — ^ — 

Setzt man ferner w = , - , T^ , so ergiebt sich 

A}+^) — »■(!-?) —^-(1+-?) -0 

aus demselben Grunde wie oben. Es wird daher: 
9'Iy + «)=^ furM = 0, ^, 2, --^ , 

Daher ist auch 
q>{u) = für «i---, - + —,- + — , y + -^ 

b) 9' ( Y + w) sei von der 3. Ordnung und werde daher 



*) Es sollen für diese Werte diejenigen genommen werden, die 
ins erste Feriodenparallelogramm fallen. 

BoBSK, eil. Funktionen. 6 
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nur für m = dreimal unendlich innerhalb des ersten 
Periodenparallelogramms. 
Da 

"'"'(-2 +«) =-9''(|--'^) 
ist, so ergiebt sich, wie früher, dass für 

fl a' a + a' 



'' ~~ 2 ' 2 ' 







'p (i + ? ) = - 9» (2- + 4) 

sein muss. ti = ist hier keine Nullstelle, da 9' (^ -j = 00 
ist. Es ist also 

9^ \Y +'V = ^ ^"^ 'V= "2 ' "2"' 2""" 

9' (y + w) = 00 „ t* = 0, 0, 0, 
oder es ist 

9>» = für« = 4 + i, -: +^, : + A±^ 



^' (^*) = 00 „ i/ 



2 ' 2 ' 2 ' 2 

c c c 



2 ' 2 ' 2 ' 

hierbei ist — = 7^1 die dreifache ünendlichkeitsstelle von 9 (ti). 

18. Jerfe eindeutige doppeltperiodische Funktion n^^ Ord- 
nung F(u) lässt sich rational durch die doppeltperiodische 
Funktion zweiter Ordnung (p{u) und ihre Ableitung (p'{u) aus- 
drücken^ welche dieselben Perioden besitzen wie F{u). 

Wir beweisen zuerst folgenden einfacheren Satz: Jede 
gerade doppeltperiodische Funktion lässt sich rational durch 

q) ( g- + u) allein ausdrücken. 

Ist nämlich f{u) = f( — u), so wird 

/•W = inruz2±ß,,±ß,.-^±ßm\ 
f(u) = 00 ,j u^^ + a^, +a.^'" + am] 



)= 



lU. Fundamentale Sätze über doppeltperiodische Funktionen. 83 

indem wir vorausetzen, dass, wenn ß^ im ersten Perioden- 
parallelogramme liegt, man für — j^^ setzte: m^l-^m^Sl' — j^^ 
und m, m^ so als ganze Zahlen wähle, dass auch m£l-\-m^^^ — ß^ 
ins erste Periodenparallelogramm falle. Man sieht leicht ein, 
dass m und m^ nur die Werte 0, 1 anzunehmen brauchen. 
So denken wir uns alle Null- und ünendlichkeitsstellen von 
f(u) ins erste Periodenparallelogramm übertragen und setzten 

vor der Hand voraus, dass keine derselben ^* ~2 ^* resp. 

— ^^ ^^ den ünendlichkeitsstellen von 9(0 +^A kon- 
gruent nach den Perioden Sl, Sl' sei, dass ferner alle NuU- 
und ünendlichkeitsstellen einfache sind, und daher keiner der 
Werte ß mit den a zusammenfalle. Bilden wir dann 

[^)-.(|+ft)][.(|4-.)-.(|^ 

SO ist i>{u) eine gerade doppeltperiodische Funktion von n 
mit den Perioden Sl, Qf, sie wird null für dieselben Werte, 
für welche f{u) = ist und unendlich für dieselben Werte, 
für welche f{\i) = 00 ist. Sonst wird sie aber nicht unend- 
lich, da der Nenner sonst nicht verschwinden kann und der 

Zähler nur unendlich wird, wenn 9? (--- + ^7 = ^^ ist, dann 

bleibt aber der Bruch endlich, da sich das unendliche im 
Zähler und Nenner gegeneinander weghebt. 

Es wird daher -7-7-v eine Konstante sein, also 

[.(l+.)-.(l +ft)]...[»(l+..)-.(l+>,.)] 

wenn JR eine rationale Funktion des Argumentes 9? f + ^7 
bedeutet. Die Koeffizienten von B enthalten nur die ge- 
gebenen Grössen ^{-^ -\- ß) und (p\-^ -\- aj . 

Würde die Nullstelle ß^ fc-mal auftreten, so ersieht man, 

6* 
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dass nur 9 (y + ^A — 9 (y + i^i) i^ ^^^ Zähler zu 
setzen ist, um dieselben Schlüsse anwenden zu können wie 
eben. Die Punktion JR(9)^y+^A) bleibt nach wie vor 

eine rationale Funktion von 9 ( y + ^M * 

Treten unter den a oder ß aber die Stellen ^^ ^* 

und — ^^ ^ ^ *- auf, so hat man für den betreffenden Paktor 

1 



9^ (y + ^0 "" 9> (y + «) nur 



<p(|- + t*) 



zu setzen, um, wie man leicht ersieht, dieselben Schlüsse wie 
früher wieder anwenden zu können. Würde unter den ß 
oder a einer der Werte 

vorkommen, so müsste die betreffende Stelle zweiter Ord- 
nung sein, da + « oder + ß auftritt und es ist 







9, 
2 


-^ — 


2" 








ß' 




.0/ 








2 




2 




ß 


+ 

2 


.9/ 


: - 


.9, 


+ ß' 
2 



Pur diese Werte wird aber auch 

da 

9'(y + «)==0, 



wenn 



^ ß ß + ß' ß' 



ist. Die obige Schlussweise bleibt also auch inalterirt. 
Wir beweisen ferner folgenden zweiten Satz: 
Jede ungerade doppeltperiodische Punktion lässt sich 
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ausdrücken durch eine rationale Funktion von 9 ( ^ + «7 

allein multiplizirt mit 9' ( - + ") • 
Denn ist 

/;(«) = -/K-'O. 



so ist, da 



d. h. 



9''(|+«)=-9'(2 -«) 

9''(-|- + «) 9'(|-«)' 



9''(-2-+«) 



ist eine gerade doppeltperiodische Funktion von u und es 
ist daher 



,-#^=M^(^+")) 



oder 

/i('*)==<)P'(2 - + «)-i«.(«p(2 +«))• 

Mit Hilfe dieser beiden Sätze ergiebt sich der Hauptsatz. 
Ist F(u) eine beliebige eindeutige doppeltperiodische Funktion 
von u mit denselben Perioden* wie 9(^<), so ist 

eine gerade, 

eine ungerade doppeltperiodische Funktion und daher 

/•(«) = JJ (9, (-^- + ufj ; f, {u) = 9>' (y + m) i?i (<p (I + «)) 



und da 



-f(-2+«)^ /■(«) + /;(«) 



ist, so folgt 
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oder 

F(n) = Biq>(:u)) + <p'{a)B,{<p(:a)). 

Die rational gebrochenen Funktionen R und R^ von 9 
denken wir uns auf gleichen Nenner gebracht, dann wird auch 

m^i) = ^^^(^^^) + y W n(yW) 

sein, wo r, r^, rg ^aw^e raüonale Funktionen von q){ti) sind, 
19. Das Quadrat der ersten Anleitung einer doppelt- 

periodischen FunMion der ziveiten Ordnimg lässt sich rational 

und ganz durch diese ansdriicken. 

Es ist [_qf{ii)f = B{(p(ii))f wo R eine ganze rationale 

Funktion von (p der 4. oder 3. Ordnuug ist. 
Da 

ist, so ist 

eine gerade doppeltperiodische Funktion von u und als 
solche also durch 9> ( v "H ^) ^^^^^^ rational auszudrücken, mit- 
hin ist [(p'{u)Y durch (p(ti) allein rational ausdrückbar. 

Wir setzen voraus, dass q)(u) = 00 wird für u = y^ 
und u = y27 ^^ Vi ^^^ 72 verschiedene Werte von u im 
ersten Periodenparallelogramm sind. Dann wird 

fp'(u) = cx> für I* = yi, yi, y^, y^ 

wenn -^ = "T ^^ ist, und für die Werte der zweiten Zeile 

die Punkte im ersten Periodenparallelogramm eingesetzt 
werden. Es ist also W{i()f eine doppeltperiodische Punk- 
tion 8. Ordnung, welche für u = y^^ y^ je von der 4. Ord- 
nung unendlich und für 

u .^ - , -^ i 2 1 Y "•" Y ' '2" "^ 2 
je von der zweiten Ordnung null wird. 
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von 



Es wird (p{n) —9(2) ^^^^ '' = l ^^^^ °^^^ 
der zweiten Ordnung, denn es ist 9' ( j = 0, ebenso werden 

[»(«)-.p(i+f)],[»(«)-H:+T)].[K«)-^(°+T)] 

zweimal null für w= y + ^ , resp. ^ + g » ^^SP- 2 "• 2 "' 

d. h. die doppeltperiodische Funktion 

[^«-^(l-)] [9(»)-9'(2 + 2)] [•P(")-9'(2 + ^2)] 

r / \ / c , ß + ß'\~ 

X|_9'(«)-<P(, + T ) 

von le ist von der 8. Ordnung und zwar wird sie nur für 
te s= ^^, y^ je von der 4. Ordnung unendlich und ver- 

,.,./.„ c c . Sl c . PJ c , ß + ß' . 
schwindet für w = y , 2 + 2 ' 2 + 2 ' 2 "• 2 J® 

von der zweiten Ordnung, also genau so wie [^OOJ^ und 
daher muss 

[9,'(«)P = ö*[9'(«)-9'(.^)] [9{n)--9{l +f-)" 

sein, wo 6f^ eine von u unabhängige Konstante ist. [(p\ujY 
ist also eine ganze rationale Funktion 4. Ordnung von 9. 

Würde ^(t*) doppelt unendlich blos für ^ = y, so 
würde ^'(^O ^^r xi =^ y dreifach unendlich und alle Schlüsse 
im Vorhergehenden bleiben erhalten, bis darauf, dass ti = y 
nicht eine Nullstelle von [(p{u)'\^ ist, sondern eine ünend- 
lichkeitsstelle, und es ergiebt sich 



X 



[^(„)-<p(y+^-±^:)] 



als eine ganze rationale Funktion 3. Ordnung für 9. 
Setzt man z = q>{ii), so wird entweder 

(£)' -G'i.^ + ^^ + ^^'^ -\-Cz + D), (1) 
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oder 

(li)' = ^' (^' + ^^' + ^' + G), (la) 

WO G, Äj B, 6, D Konstanten sind. Wir werden in der 
Theorie der elliptischen Integrale sehen, dass man diese 
Eonstanten beliebig wählen kann, und dass sie dann die 
eindeutige Funktion z = fp(u) bestimmen, welche der Diffe- 
rentialgleichung (1) oder (la) genügt. 

Da [9']^ = ^1(9) sich ergiebt, so folgt durch Differen- 
tiation nach \i\ 



wenn 



gesetzt wird und hieraus, dass sich alle höheren als ersten 
Ableitungen von tp rational tmd ganz durch tp tmd q/ aus- 
drücken, was auch aus dem Satze 18 folgt. 
Denn da 

g,(»)(-i + „) = (_ 1)« ,,(») (I _ „) 

ist, so wird für jedes gerade n = 2v 

y(2..)(| + „) _ ^(2v)(| _ „) 

sein, d. h. ^^^''Mo +wj ist als gerade doppeltperiodische 

Funktion durch (pi-^ + uj allein ausdrückbar. Für w=2i/+ 1 
aber ist 

^(2..+l)(.«. + ,,) _ _ <p(2v+l)(.J _ „) ^ 

d. h. 9^^"+^^-^ +^) ist als rationale Funktion von ^f-^- +«) 

multiplizirt mit 9' ( -r- + uj ausdrückbar. Daher ist 

<p(2.)(^) = r,[ip(u)] 

(p^^^'^^Xu) = ip\u)Q,[ip{u)], 

wo rv und Qv ganze rationale Funktionen sind, wie man ohne 
weiteres daraus erkennt, dass (p^'^^(u) nur unendlich werden 
kann, wenn g){ii) unendlich wird. 

Für rr{(p) und Qv(jp) ergeben sich leicht mittels (1) 
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Bekursions formein zur Berechnung d^ Koeffizienten dieser 
Funktionen. 

30, Zwischen je zwei doppeltperiodischen Funktionen 
F{u\ 9{u) von u mit denselben Perioden besteht eine rationale 
Gleichung. 

Denn aus 

jT ^ r(y) + (p'r,{(p) 
i'i (9) 

folgt 

[Fr,{ip) - r(g>)f - W)W{fp) = 0, (A) 

welche Gleichung in tp rational ist, da (9')^ sich durch 9 
rational ausdrückt. Da nun auch 

= g(y) + y gi(y) 

ist; also 

[®<».(9') - 9(9)? - Wy9,\9) = (A') 

sich ergiebt, so kann man aus (A) und (A') die darin 

rational auftretende Grösse 97 eliminiren und erhält als 

Resultat 

G{F, O) = 0, (B) 

eine in F und Q rationale Gleichung. 

Ist F{u) eine doppeltperiodische Funktion w*®' Ordnung, 
^(w) eine solche m*" Ordnung, so wird O höchstens im 
ijten Gi^de, F im m^^ Grade in G, oder einen Faktor von 
G wenn diese reduktibel wäre, eintreten, denn einem Werte 
F^ von F{u) entsprechen n Werte xi^u^jU^. , ,Uny für die O 
im Allgemeinen n verschiedene Werte liefert, die der Gleichung 
G{F^y O) = genügen, in der F^ denselben Wert behält. 

Die Gleichung w*®° Grades in O und m^^ Grades in F 
ist aber nun leicht aufzustellen. Denn sei F(u) = F für 
u = Uij u^ , » > Uny so sind 

0{u^) <P(t(2) + ^(wi) 0{ii^ H h <P(n„_i) <P(tf„) = A^ 

• . » • ■ 

• . . . 

• . * • 

0{n^) 0{U^) • • • 0{lin) = An 

A^y A2 . . , An symmetrische Funktionen von F, und die 
Wurzel der Gleichung 
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dF 



eine rationale 



So besteht zwischen F{iii) und F\u) = , 

Gleichung, in der F' {n) bis zur n^^ Potenz ansteigt, wenn 
F{u) eine doppeltperiodische Funktion w*®' Ordnung ist. Für 
diese ist A^ eine Konstante, da F'{ii) nur unendlich wird, 
wenn F{\i) unendlich ist. 

21. Jede eindeutige doppeltperiodisehe Funktion mit den 
Perioden ^, Sl' lässt sich rational durch irgend zwei doppelt- 
periodisclie Funktionen F(ti) und 0(ii) ausdrüdcen, die die- 
selben Perioden besitzen. 

Wir werden beweisen, dass sich die doppeltperiodische 
Funktion zweiter Ordnung (p{u) und ihre Ableitung q) (u) 
durch F(u) und ^{i() rational ausdrücken lassen, wodurch 
dann der Satz mit Rücksicht auf (18) bewiesen erscheint. 

ntilfssatz: Wenn zwei irreduktibele *) algebraische Glei- 
chungen 

f{x) = «0 + ^1^ + ...-{- anX"^ = 

eine Wurzel x =^i, gemeinschaftlich haben, so wird für diese 
das System der m -\- n Gleichungen 

/•(i) = 0, m) = 0, iY(i) = . . . r/-(i) = 

bestehen; eliminirt man aus denselben die darin homogen 
und linear auftretenden (m + w + 1) Grössen: 

I«, i>, r . . . 1»'+», 

so ist das Resultat 

if \X) a* 0^2 • • • 
xf{x) a^ a^ a^ , . , 
x^f(x) a^ a^ «2 



jB= 



a^ a* aa . . . a^ 
a^ aa a* ... aj^ 

1 2 • • • ^n 



\ \ 62 • • • ^m 
1 ^2 * • • ^ 

^0 \ &2 • • • ^ 



m 



(p{x) \ &2 • • • 

X(p(x) &Q 6^ 62 • • • 
x^(p(x) \ &1 . . . 



^P^f+Q.tp, 



*) D. h. solche Gleichungen, deren keine Wurzel einer Gleichung 
niedrigeren Grades, deren Koeffizienten sich rational aus denen der 
gegebenen zusammensetzen, genügt. 
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wo die Determinante m Zeilen der a und n Zeilen der b 
enthält. Nun ist auch 



S= 



ÜQ-^a^x a^ «2 ... 
a^x a^ ^2% ... 

CIq (tt Qja ... 

I 

I 

I 

^0 + ^1^ 6263... I 



fix) a^ a.^ ... 
xf{x) «1 a^ a^ ... % 
x^f(x) üq a^ 02 fl^3 ... 



62 &3 ••• 



g)(x) 

xq)(x) 61 62 63 ... 

x^(p(x) Iq 61 &2 ^3 ••• 



=-P,-/+<2i-9', 



WO die auftretenden Determinanten je eine Zeile der a und b 
und eine Colonne weniger haben als li hat Ist nun /" = 0, 
q) = 0, also auch 22 = 0, d. h. haben /* und <p eim gemein- 
schaftliche Wurzel, so folgt auch 5=0; da aber S die ge- 
meinschaftliche Wurzel nur linear enthält, so ist 

S = Sq -^ S^x 



s 

und es ergiebt sich aus 5 = ... .1; = — .^ 



als rationale 



Funktion der a und b. Es kann S^ nicht verschwinden, ohne 
dass f{x) = und g)(x) = zwei Wurzeln gemeinschaftlich 
hätten.*) 



Sei nun 



(1) 









so folgen die Gleichungen 

(3) [F. r, (<p) - r(q>)\' - <p'\'{<p) = 0, 

(4) [^ . Q, («p) - p (9,)]« - 9,' V,*(9,) = 

zwischen F, tp und ^, <p. Es sei (3) in <p vom w*^", (4) vom 
^ten (jrade, nachdem man irgend etwa auftretende gemein- 
schaftliche Faktoren unterdrückt hat. 

Dann werden einem Werte von F im Allgemeinen n 
Werte von 9: 9i, 9)2 * • • 9» entsprechen und aus (1) ergeben 
sich die zugehörigen Werte von g?': 9)/, 9^2' •• • ^n* Soll nun 
fiir einen Wert von F die Gleichung (3) zwei gleiche 



*) Vergleiche: Baltzer Theorie der Determinanten, 4. Auflage, 
S. 109. 
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Wurzeln haben, also reduktibel sein*) als Gleichung in tp 
aufgefasst, so muss sie auch reduktibel sein als Gleichung 
für F aufgefasst; das letztere kann aber nur dann statt- 
finden, wenn entweder 9' = oder ^i(g)) = ist. Dann 
wird aber jede sich aus F . rg (tp) — r (9) = ergebende 
Wurzel 9i . . . (pn' für den Wert von F zwei gleiche ent- 
gegengesetzt bezeichnete g/ liefern, wenn nicht g/ selbst 
null ist. 

Analoge Betrachtungen gelten für die Gleichung (4). 
Schliessen wir nun die Werte von F und 3> aus, welche 
entweder g)\u) = oder ^^(g)) = oder Qi(fp) == machen, 
so sind hierdurch nur eine endlicJie Anzahl von Werten F 
und ausgeschlossen und für alle übrig bleibenden Werte 
von F und O haben sowohl (3) als (4) nur lauter ver- 
schiedene Wurzeln. 

Sei nun F = F^ einer der zulässigen Werte, dann liefert 
(3) n von einander verschiedene Wurzeln <p: gj^, q>2 »»•q>n 
und mit Hilfe' derselben (1) ebensoviele Werte von g/: y^', 
<P2 . . . 9» . 

Setzen wir nun das Wertepaar g)i, g?/ in (2) ein, so 
erhalten wir 3> = ^j , welches von den Werten 3> = 0i ver- 
schieden sein muss, die man erhält, wenn man <p = (pi^ 
(p = (pi daselbst einsetzt, sobald i = 1 ist. Setzen wir nun 
^ = 3>i in (4) ein, so genügt dieser Gleichung, als Glei- 
chung für (p aufgefasst, der Wert (p = (Pi und nur dieser 
aus der Reihe der Werte 9^1, 9^2 • • • 9^»? welche (3) genügen; 
denn würde ihr auch (p = (pi i + 1 genügen, so würde aus 
derselben 

= '- -i- = 0i 

folgen, was nicht möglich ist. Da also (3) und (4) die ein- 
zige Wurzel g?! gemeinschaftlich haben, so lässt sich diese 
nach dem Hilfssatze rational durch die Koeffizienten der 



*) Denn diese Wurzel genügt f(x) = 0, — (^~- = 0, da 

f{x) = eine Doppelwurzel hat, und daher lässt sich diese rational 
durch die Koeffizienten von f ausdrücken. 
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Gleichungen, d. h. rational durch F^ und O^ ausdrücken, 

oder es ist 

tp{u) = R{F(u), 0(u)) 

für alle Werte von w, für welche F und O die oben aus- 
geschlossenen Werte nicht besitzen, und da letztere nur eine 
endliche Anzahl von Werten von u darstellen, die Gleichung 
aber für das übrig bleibende zweifach ausgedehnte komplexe 
Gebiet von u gilt, so gilt sie ganz allgemein. 

Da nun aus (1) sich tp' rational durch F und g) aus- 
drückt, so ist auch 

<p' =^ B,{F, 0). 

Wir haben also, wenn wir das in der vorigen und dieser 
Nummer Erhaltene zusammenfassen, folgenden allgemeinen Satz: 

Ztmsehen zwei beliebigen eindeutigen doppeltperiodischen 
Funktionen F(u), 3>(m) mit denselben Perioden bestellt eine 

rationale Gleichung 

G(F, 0) = O 

und jede beliebige eindeutige doppeltperiodisclie Funktion von u 
mit denselben Perioden une F und lüsst sich rational durch 
F und O darstellen. 



IV. Elliptische Funktionen. 

22. Wir gehen über zu den speziellen doppeltperiodi- 
schen Punktionen zweiter Ordnung, die wir folgendermassen 
definiren: 

wobei Cj, Cg, c^ so bestimmt werden sollen, dass 

s(-|-) = l, c(0) = l, z/(0) = l, 



-9*0 5o 



ist, also 

■' " •■ (v) ' ^ 

und nach den Formeln auf S. 61 ergiebt sich 

also wird 

Diese drei Funktionen heissen elliptische FunJctionen und 
sind eindeutig in t* und zwar ist s(u) eine ungerade, c(t*) 
sowie ^(u) eine gerade Funktion von a, da 

s( — u) = — 5(^*), c( — u) = c(i*), ^(— u) = -^(m) (3) 

ist, wie sich aus den Formeln (6) S. 60 ergiebt. 

Aus den Periodengleichungen I für die -Ö*- Funktionen 
S. 58, folgt 

s(u + ca) = — s{u) s(u + o') = s(u) (4) 

c(u + ß>) = — c(u) c{u + (*)') = — c(vi) 

J{u + o) = /l{iii) J(u + ca') = — ^(ti). 
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95 



s(u + w') = c(u) 

c{u +0 + 0^')= ^W 



(5) 



Daher ist 

s(u + 2co) = s{u) 
c(u + 2co) = c{u) 

d. h. die Funktion 

s(u) hat die Perioden 2cj, w' 
c(u) „ „ „ 2o9, €0 + ca 

J{u) „ „ „ CO, 2«, 

die, wie wir gleich sehen werden, auch die kleinsten Perio- 
den sind. 

Jede dieser Funktionen hat also ein anderes Perioden- 
parallelogramm, sie sind daher nkM rational durch einander 
ausdrückbar. 

Die Funktionen sind alle von der zweiten Ordnung; denn 
mit Rücksicht auf die Nullwerte der •Ö'-Funktionen, S. 66, 
folgt, dass alle drei Funktionen einfach unendlich werden, 
wenn 

d. h. u = mco + {m + i)ß>' 





«•oW = c 


wird. 


Also ist 




s{u) = oo 




c(u) — oo 




z/(te) — oo 



"=2' *"+ 2 

I ® O I ® 

M==oj + — , 2(0 -f,^ 



u = 



(O 



2 
8 m 



(6) 



2 ' 



und nwr für diese Werte innerhalb des zugehörigen ersten 
Periodenparallelogrammes, wie aus den nebenstehenden Fi- 



«/' 



l 











z 




a) 



UJ 
StL' 



Zw O 



cu 



Fig. 23. 



c) 






cu 



AlL 



guren 23a, b, c ersichtlich, welche Periodenparallelogramme 
der darunter stehenden Funktionen sind, und in denen die 
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Werte von m, für welche die Punktionen unendlich werden^ 
durch X bezeichnet sind. Hieraus folgt aber, dass diese Pe- 
riodenparallelogramme für die doppeltperiodischen Funktionen 
zweiter Ordnung su, cxi, /lu primitive Periodenparallelogramme 
sind, denn in jedem derselben wird die zugehörige Funktion 
nur zweimal unendlich. 

Es wird ferner 

s(u) = für w = , CO 

c(m) = „ w = ^oj , foj (7) 

J{u) = „ u = ^co + ^oj', ^oj + fco' ; 

die betreflPenden Werte von u sind durch o bezeichnet. 
Für s{%i) ergiebt sich also 

daher 

, f C 09 + 0)' 

Mithin wird mit Rücksicht auf S. 82, wenn 

Sl = 2(0, Sl' = G) 
gesetzt wird: 

s{ii) = für u gleich: — |— , — ^, y, -^ , (8a) 

wenn man ganzzahlige Vielfache von cd' unterdrückt. 
Ebenso findet man für c(w), dass 

o I / c 3 CO + cd' 

c = oco -f- CO • • • o =^ — ^ — 

ist, und wenn 

i^ = 2a), i^=cö + co' 

gesetzt wird, 

c («) = ist für M = ^^^ , ^ , 0,, 0; (8b) 
für ^(w) ergiebt sich 

c = 2c}', — = co' und ß = co, ß = 2«)'. 

Also ist 

^'(t^) = für M = o', 09' + y, 0, y, (8c) 

wenn man ganze Perioden unterdrückt. 
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23. Aus den Formeln (4) ersieht man^ dass 
s^(u + o) = s^(u) s^(ji + co') = s^{u) 

€^(u + o) = c*(t«) (^(u + o') = ^^(w) 

^\u + o) = ^\ti) ^\u + ©') = ^\u), 

d. h. 5*(w), c^(w), ^'^{u) sind doppeltperiodische ^ferorfß Funk- 
tionen mit den , gemeinschaftlichen primitiven Perioden o, o'. 
Sie sind alle von der zweiten Ordnung, denn jede wird nur 

unendlich für w = — und zwar von der zweitem Ordnung, 

wie ^q{u) für m == -- • 

Aus Satz (18) folgt daher, dass je zwei der Funktionen 
sich rational durch die dritte ausdrücken müssen. 

Wir wollen c^(^*) und ^^{u) durch s^{ii) ausdrücken. 

Es wird 

c^{u) = cx) für t( = - , — 

c*(«) = für «=^, l 
nun wird 

s'(^\) — s\u) für u = 
zweimal null, denn es ist 



<0 

2 



S2 



(«)-Kf)+(^l"*)(-")+i('^')(»-:)+- 



2 2 



also 

2 



^^-»•«-(«-in-ie-^-v-! 



CO 



Da 



(^) -2 (.■«.«)- 2»' (»)..(|)-0 



O» CO 



ist nach (8 a), d. h. 

wird für m =~ gerade so oft null, wie c^{u), es wird ferner 
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nur für %{, = — unendlich von der zweiten Ordnung, besitzt 
die Perioden cd, o'; also muss 

da 5— = 1 ist, sein. Nun ist c^(0) = 1, also ist 6=1, da- 
her ergiebt sich: 

c2(«) = 1 _ s\%i). (9) 

Wir haben femer 

A^f \ Co 09 

^*(«) = ex., M = , — 



Es wird 

^{^-^^^-s\u) für « = ?^' 

zweimal null, da wieder 

(^;.>)_2.;('4"),(4^)_o 



<u-4-cü 



ist, denn s \-%^ — ) ist endlich und s \^^^^^-\={) nach (8 a). 
Also ist, da 

auch nur für w = unendlich von der zweiten Ordnung 
wird, die Perioden co, oj' besitzt: 

z^X«) = 6[s*(^-t-)-s^(«)]. 
Da z/«(0) = 1 ist, so folgt 



also 



^^W = l 4;^.- (10) 



«ä 



(-t-^) 



Mittels (9) und (10) können wir je zwei der Grossen 5*w. 
c^t«, /d^u durch die dritte rational ausdrücken. 
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Wenn nun c(u) und ^(w) selbst nickt rational durch 
s(u) ausdruckbar sind^ so geben uns die Gleichungen (9) und 
(10) ein Mittel an die Hand, die erwähnten Funktionen ir- 
rational durch s{u) auszudrücken. Denn es ist 

Da für M = 

c(m) = + 1, z/(«) = + 1 

ist, so ist für kleine Werte von u das Zeichen -\- der Qua- 
dratwurzel vorzusetzen. Da nun 

c{u + o) = — ctij c(ii + co') = — cUj J{u + co) = j^{u)j 

nach (4) folgt, so muss der Quadratwurzel ein anderes Vor- 
zeichen gegeben werden, sobald u um o resp. m sich ändert. 
Und, zwar da 

cu = -|- yi — s^ii 
jedenfalls innerhalb des Par- 
allelogrammes aVgdy Fig. 24, 
ist^ wenn 

aV^=})h = (o\ af=fd' = co 

ist, so wird im Parallelogramm ä^ 

Vgcb cu = -yi-s'n, ''•«•'*• 

daher innerhalb des Parallelogrammes aVdf 

cu ^= + y 1 — s^ti . 
Ebenso ist innerhalb des Parallelogrammes aV df 

und innerhalb des Parallelogrammes fdd'c 

Ju^ ~ l/l 

Mithin folgt für Werte 

M = i(o-i-r«, o<i<i,o<r<i 




s*w 



(^-"■) 
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cu = -{- y\ — s^u 



'" -+V'- .7e 



auch dem Zeichen nach. 

Analog kann man s{ii) und c(u) oder s{u) und jä{u) 
mittels einer Quadratwurzel ausdrücken durch z/(w) resp. c(m), 
wobei dann beachtet werden muss, welches Vorzeichen der 
Quadratwurzel zu geben ist. 

34. Wir führen folgende Grössen, die eine wichtige 
Bolle in der Theorie der elliptischen Funktionen spielen, ein, 
indem wir 



Sg^lg"^»-'' _ ^ l+2l(-l)V' 



(lO 



*» l + 22:9"' *» 1 + 2 2?9" 

setzen, wobei der Quadratwurzel das Vorzeichen der rechten 
Reihe zukommt, die nur von 



abhängt. 

Da nun 



—Jti 



(00 -f- o \ 
„ ^2"/_/«^Y 



\ »2 / xr. 

9. 

nach den Formeln auf S. 61 ist, so ist 

und man kann daher 

c^u + s^n = 1 ; ^^u + Tc^s^u = 1 
oder 

c (u) = yi~.ir^(u) , /l (te) = }/i— xV(wJ (12) 

setzen, wobei über das Vorzeichen der Quadratwurzeln die 
früheren Festsetzungen zu beachten sind. 
Es ist 

andrerseits aber 
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^[^ 



».(I) 



nach den Formeln auf S. 61, also ist nach (11) auch 

oder 

x2 + x'2 = l, (13) 

woraus nach (11) folgt: 

Durch die eingeführten Grössen können die Definitions- 
gleichungen (2) auch geschrieben werden: 

25. Von Wichtigkeit für die Rechnungen mit den ellip- 
tischen Funktionen sind die Formeln für die Änderung der- 

selben bei Zugabe von — - resp. -- zum Argument der Funk- 

tion. Wir wollen dieselben daher ableiten. 

Wir haben hierzu immer nur die Formeln auf p. 60 
und 61 wiederholt zu benutzen. Es ist / 



" (» + -"■) - »• 

« (» + v) - 't 

^(»+f)-:: 



*. 









«•. 



^. 



'&•. 



'&•. 



-Ö-. 



^1 



-0*/, 



«0 



»o 



«•. 



'+-?) 



!&., ^3(W) ^(W) 



-9-0 ^1 (tp 
^2 -ö-a (w) 



•+f) 

«+v) 

+ p ■ 

j"j27_ _ -»'s «"o W ^ 1 



— X 






u 



u 



u 



u 



•+t) 



i ?0 -^3 W 

i 'Ö'a -d*! (m) 



1^ z^(ti) 
i x«(m) 
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», *» (" + t) _ 1 *5 ^(u) 1 cM. 

1 J(m) 



(«+s) 



xC(m) 



./ , CD , a)'\ 1 ^("+2) 1 ,s(u) . ,s(u) 

\ ' 2 ' '2/ i / , ß)\ * c(u) c(u) 

M"+-2/ 

Wir stellen diese Formelu zusammeu und erhalten: 






(, ö) \ C (tt) 

«(« + y) — *' 

(« + 2 ) = ;. ^g^ 

. / , a)'\ 1 c{u) 

\ '2/ » 8(u) 

H'' + 2 + Y; - X 7ÖÖ 

(, 0) , ö)'\ 1 x' 1 

M + Y+ 2J = -,.--^ 

^ / , 09 , a>'\ . ^ s (u) 



(14a) 



(14b) 



(14c) 



26. Nach dem allgemeinen Satze über doppeltperiodisehe 
Funktionen zweiter Ordnung (Satz 19 S. 86) können wir 
unter Rücksicht auf die Gleichungen (8) (/«)*; (^'^)*; {^'^Y 
leicht durch su, cu, ^ti ausdrücken. 
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Es ergiebt sich 



00 



da 

ist. Analog folgt: 

wo G*, 6r/, Gg^ von einer unter ihnen abhängen. 
Beachtet man, dass aus 

„ , , c^u =1 — 6^a , z/-« = 1 — x^s^u 

tolgt: ' 

5^W = 1 — e^ll, X^S^U =1 Z^*2f 

- ^' (i - 4, ^« ") ' ^*» = '*'* (i + ;r> '''») ' 

so ergiebt sich 



(?U 



X 

,4 



Also ist 

1 ix'* 

s'm = Geu^u\ c'u = — GiSu^u] ^'ii = --,- G^sueu, 

X X 

indem wir voraussetzen, dass 
ist^ da sich S. 61: 



e 



/^4^\ _ ^^ M: 2 j _ 1 xj 

\ 2 / <8'2 /o) + (ö'\ t X 



ergiebt. 

Da nun s'm und cu^u beide eindeutige doppeltperiodische 
Funktionen mit den Perioden 2c}, co' sind und die Gleichung 
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s'n = Gcu/Ih 

jedenfalls im Parallelogramm aVdf auf S. 99 auch dem 
Zeichen nach richtig ist, so besteht dieselbe für alle Werte 
von u. Dasselbe gilt von den andern Gleichungen. 
Aus c^ii = 1 — s^u folgt aber 

2ciicii = — 2sus\i = — 2suGcu^Uy 
also 

c u = — Gsu^H. 
Analog aus 

^^u =1 — x^s^u 

woraus folgt, dass 

G^ kG, G^ = ixG 

ist, und dass also 

SU =^ GctiJxi, cti ^^^ — GsK^Hy ^'u = — x^Gsucti (15) 

sich ergiebt, daher 



s'u = G yr^^^'u y\ — x^sHi, 



du = - xG l/l — c2?e]/l + J^c^ee, 



^'n = UGy\ — JH^ 



V^-h 



J'u 



(16) 



ist auch dem Zeichen nach im Parallelogramm aVdf (S.99) 
richtig, für andere u aber muss das Vorzeichen der Quadrat- 
wurzeln erst bestimmt werden. 

Für die Konstante G ergiebt sich, da G=sXO) ist, und aus 

-9-3 «-1 (m) 



folgt 



denn es ist 






'2^0 



(1 



«■o'(— m) «■o'(m)> 

und da Q'ö(u) für jedes endliche u endlich sein muss, 

<(0) = -<(0) = 0. 



Es hängt also G von g = c 



tu 

ab. 



V. Das Additionstheorem der elliptischen Punktionen. 

27, Das Additionstheorem für die eindeutige doppelt- 
periodische Funktion F(ti) von u ist in folgendem Satze ent- 
halten: 

F{U'\'V) drückt sich rational durch F(u), F\u), F(v) 

F'(v) aus, wobei F'{ti) = -ir- ist. 

Wir fassen F{ii + v) als Funktion von u auf, indem 
wir dem v einen beliebigen, aber konstanten Wert beilegen. 
Als solche ist F{u + v) eine doppeltperiodische eindeutige 
Funktion von u und lässt sich rational durch F{ii) und ihre 
Ableitung F''{ii) ausdrücken (Satz 21 S. 90), d. h. es ist 

F{u + v) = B, (F(tO, F\u)). 
Die Koeffizienten von F{iC) und F\u) in J?i hängen von v 
ab und müssen auch doppeltperiodische Funktionen von v 
sem, denn F{ii + v) ändert sich nicht, wenn man v um die 
Perioden von F{u) ändert. Daher lassen sich diese Koeffizienten 
auch rational durch F{v) und F\v) ausdrücken, und es wird 

F{u + v) = B{F(u), F\u), F(v), r(v)) 

sein, wo die jetzt auftretenden Koeffizienten von u und v un- 
abhängig sind. 
Es muss 

RiF(u), F(u), F(v), F'(v)) = BiF{v), F(y), F{u), F{u)) 

sein und 

F(u) ~ R(F(u), F(u), FiO), FiO)) 

= RiF(0), FiO), Fiu), Fiu)) 
sich ergeben. 

28, Wir wollen die Formeln für das Additionstheorem 
der elliptischen Funktionen wirklich aufstellen. 
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Wir setzen 

f{ti) = s{y + ti) + s{v — w); 

indem wir v beliebig, aber vor der Hand konstant annehmen. 
Dann ist /"(«) eine eindeutige doppeltperiodische Funktion 
von u mit den Perioden 2ß), g), welche nur unendlich wird, 
wenn s{v -{• u) oder s{v — u) .unendlich wird. 
Nun ist 

s{v + ««) = oo fiir V -\- u^^ ^G}', G) + \(o 

s{y — ?«) = oo für V — n .izi \(d, g) + i«'? 

d. h. f{u) wird im ersten Periodenparallelogramm nur un- 
endlich für 

w ^ — V -{- \g)\ — i; + CO + ^^') ^ — h^'} ^ — ^ — i^' 

und da v ganz willkürlich ist, so sind diese vier Werte einander 
nicht kongruent nach den Perioden, denn wäre beispielsweise 

— v + ^(o : -V — \(o\ 
so müsste 

— 2v - :0 (mod 2(ö, cö') 

sein, also v einen der vier Werte ^ 

(O CO — öo' ^ • 

-«, --2, --2-' 

haben. 

Unsere Funktion f{u) ist also bei willkürlich gelassenem 
V von der 4. Ordnung. Suchen wir nun die vier Nullstellen 
derselben. 

Soll 

f{u) = s(v + «*) + 5(t; — ll) = 

sein, so ist 

s(v -^ u) = — s{v — u) = s(v — w + o), 
also 

V -\- u = V — w + a) + 2m(ö + *>^'o'> 

wo m und m' ganze Zahlen bedeuten. Aus der letzten Glei- 
chung folgt 

2u = (2m + l)ö + ^'g> 
oder 

u = (2m+ l)| + m'|. 

Von diesen Werten fallen in das Periodenparallelogramm 
2(», G}' die vier folgenden: 
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OH 3 00 00 -j- OD 3 00 -p 09 

Diese vier Nullstellen müssen für f(ti) einfache Nullstellen 
sein, da f(u) von der 4. Ordnung ist. Man überzeugt sich 
übrigens leicht, dass f\u) für diese Werte von Null ver- 
schieden ist. . Diese Werte, welche f{u) = machen, sind 
nach (8a) S. 96 dieselben, welche s(ti) = machen. Für 
die Werte, für welche f(ti) = oo ist, wird 



s'{v + i)-s\u) 



verschwinden und nur für diese Werte; denn der angeschrie- 
bene Ausdruck ist im Periodenparallelogramm 2ta, co' eine 
doppeltperiodische Funktion 4. Ordnung von ?f, da er nur für 

(O , (O 

U = ^, Ol + -2 

je zweimal unendlich wird. 
Es wird also 

8U 



f+vT 



S'\V-^--l—8*U 



null und unendlich für dieselben Werte, wie f(u) und sonst 
nicht. Denn für 

u = - oder o + 

werden Zähler und Nenner beide von der zweiten Ordnung 
unendlich, der Bruch bleibt also endlich. Daher ist 

f(ti) = s(v + u) + s{v — ti) = C—j — ~ , 

WO G eine von u unabhängige Grösse ist. 
Nach den Formeln (14b) ist 

also ist auch 

s(v + «0 + s(v — tf) = c V 

Setzt man m = 0, so wird 

25t; = CTf^s^vQy 
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da s'(0) = 6r ist und daher 

also ist 

/INI/ \ 1 28V8U 
S(V + H) + S(V — U) = vr < 2-s 2" > 

woraus 

/ f \ I / \ 1 2«MS't? 

folgt, wenn man in der ersten ti mit v vertauscht. 
Beachtet man, dass nach Gleichung (15) 

s H = Gcu^u 

ist, so wird 

/ , V , . V 2sucvJv 

Siti + V) 4- sCh — V) == S-» — ä" 

28vcuJu 



(18 a) 



s 



(u + ^') — 5(w — v) = Yzz 



(18b) 



Durch Addition und Subtraktion ergiebt sich schliesslich 

welche Formeln das Additionstheorem für die Funktion s{u) 
aussagen. 

Setzt man 

c{v + w) + c{v — u) = f{ti) 

c(v + I*) — c{v — ii) == q>(u)y 

so ersieht man, dass f(ti) und g?(w) nur unendlich werden, 

wenn c(v + w) oder c(v — «) unendlich wird d. h. für Werte 

von u für die 

1 — x^s^vs^u 

verschwindet, wie wir soeben bei der Funktion s(v -{- u) 

sahen. Es wird 

3» f 

^ / » . » ^ I ^ O I *"* 

/\ n A (0 -{- m 3 m -{• m' 
g,(?e) = 0, W = 0, 0) , ^ , J—, 

also ist 

cu 



/*W = ^-l-_„2.2.,e2. 



X^S*t)S''W 



<P(^; = ^-l_x«««vs«ii~"" ^^l-x«s«t;s«u 
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Setzt man in der ersten Gleichung u = 0, in der zweiten 
w = Y , so wird nach den Gleichungen (14) 

2cv==Ä, 2sv^v = BG 
sich ergeben^ und daher ist 

c(u + v) + c(u — v) SÄ 2 7-^ 



c 



(u -{• v) — c(u — v) = — 2 ^-^ 



suJusvJv 



TL^S'^US^V ' 



mithin 



/ , V cucv — susvJuJv /^^ V 

c(u + V) = — , 2-, — ö (20a) 



Aendert man in s(u -^ v) u um - - , so erhält man 

C{u-{-v) CUCVduJV — K^SUSV CUCVJuJv — li^SUSV 

Mit Hilfe der Gleichungen (12) ergiebt sich 
{cucvdu/lv — x^stisv)(^u^v — x^susvcncv) 

= (cucv — susv/dudv) (x^ + 7i^C^UC^v)y 
also ist 

C(t« + r) cucv — 8U8V^UdV 

d{U'\'V) JuJv — ^^susvcucv 
und zufolge (20 a) daher 

./ , V JudV — %*8U8VCUCV /ckt \ 

J(u 4- V) = ; j-z — j (21 a) 

Diese Ausdrücke für s(w -|" ^)? ^(^ + v)> ^(w + i;) kann 
man zufolge der Gleichungen (12) noch auf andere Formen 
bringen. Denn es ergeben sich leicht die Indentitäten: 

(cucv^u^v — x^susv) (^u^v — x^susvcncv) = 
= (cucv — susv^uJv) (oc^ + x^c^uc^v) , 

(jdUjdv — x^susvcucv) (jdu^v + x^susvcucv) = 
= (1 — x^s^us^v) (x^ + x^ c^uc^v) , 

(sucv^v + svcu^u) (^u^v + x^susvcucv) = 
= (1 — x^s^us^v) (sucv^u-\-svcu/Jv), 
und daher wird 
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S(U + V) = -: — :z i 's 

^ ' ^ JudV + ^ 8U8VCUCV 

/ , V cucvJuJv — ll^SUSV 

c(u -+■ V) = — — - — i ö 

^(u -*- v) = — "■ • 

V ' ^ JuJv + yL''8U8VCUCV 

Aus den folgenden Identitäten 

(sticvjdv + svcti^u) {sucvJv — svcu/:lu) 
= (^u — s^v) (1 — x^s^u^v), 

(ciicv — stisvJu/dv) (sticv^v — svcu^u) 
= (sucti^v — svcvdti) (1 — x^s^us^v), 

{^li^V — x^susvcncv) (»iicv^v — svcu^u) 
= (ßticvjdu — svcudv) (1 — T^S^U^V) 

ergeben sich dann die Formen 

s{u + v) = 



(19 b) 
(20 b) 
(2lb) 



«*U — 8^V 



c(il + v) = 



8UCVJv — 8VCUJU 

sucuJv — svcvJu 



8UCVJV — 8VCUJU 
8UCVJU — SVCUJv 



SUCVJV — 8VCUdV 

Stellen wir die erhaltenen Formeln zusammen^ 
wir auch für v, — v setzen, so erhalten wir: 

8ucvJv -{- 8vcuJu 



(19 c) 

(20 c) 

(21c) 
indem 



s(ji + v) = 



1 — x*»*us*t? 

8UCVJU -}- 8VCUJV 



JuJv H- %*8USVCUCV 



S^U — 8*V 



^0* + ^) == 



^(.,/4-t;)== 



8UCVJV -\- 8VCUJU 
CUCV ^ SU8VJuJv 

1 — x*s*us*f; 

duJV i X*8U8VCUCV 
8UCUJV ^ SVCVJU 

sucvJv + svcuJu 

JuJv + %*8U8VCUCV 
1 — X*S*U«*Ü 

x'* + ^^c^uc^v 



(19) 



(5 



JuJv + %^susvcucv 

sucvJu + svcuJv 
sucvJv 4^ svcuJu 
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Jede dieser drei Formen geht über in die anderen lediglich 
durch Benutzung der Gleichung (12) 

c^u -|- s*w = 1 , /Iti + x^s^u = 1. 

Es ergiebt sich auch noch einfach 

s{u + t;) s{u - r) = - 'IVto". ' (^2) 

da 

(sucvdv + svcu^u) (sucv^v — svcu^u) 

= {s^u — s^v) (1 — x^^us^v) 
ist. 

Für jede ganze Zahl m lässt sich s(ntti) rational durch 
SU und SU ausdrücken. Es ist eine gerade doppelt- 
periodische Funktion von m, welche die Perioden 2aj und o' 
besitzt. Dieselbe lässt sich also rational durch s iu -j — ^ — j 
allein ausdrücken [nach dem ersten Satz 18 S. 82J. Da nun 

(, (o + (o\ 1 du 1 SU 

* 2 / X CM CrX C*W 

ist, so lässt sich — — - rational durch su und s^u ausdrücken, 

®^ ^^^^ s{mu) = SU [R{s'^u) + suPis'u)] 

ist, wo R und P rationale Funktionen des Arguments s^ sind. 
Da nun 

S(U -j- ö) = — SU, S*(w + ö) = S^U, sXu -}- (ö) = — SU 

ist, so folgt für ein gerades m = 2v 

s[2v{u+c3)]=s(2vu + 2va})=s{2vu)===^-su[R(s^)-'s\ti)P{s^)] 

d. h. es muss R(s^ :ee. sein, also ist 

s(2vu) = sus'uP(s^u)] 

für ein ungerades ni = 2v -}- 1 ergiebt sich dann 

s[2v + i)u] = suR{s*u). 

Die explicite Darstellung der Funktionen P und R bietet 
keine besondere Schwierigkeit, da alle Null- und Unendlich- 
keitsstellen derselben bekannt sind, doch soll dieselbe hier 
übergangen werden. Man vergleiche hierzu: Abel, „Precis 
d'une theorie des fonctions elliptiques" Grelle Bd. 4 S. 236, 
sowie die neue Ausgabe seiner gesammelten Werke Christiania 
1881 Bd. I S. 518; Königsberger, „Vorlesungen üb. die Theorie 
der ellipt. Funktionen" Leipzig 1874 II. Theil S. 204 u. 208 u. a. 
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Aus dem Additionstheorem für die elliptisclieii Funk- 
tionen ergeben sich Additionstheoreme für die •O'-Funktionen, 
und umgekehlt ergiebt jedes Additionstheorem für die 0"-Funk- 
tionen, wie wir sehen werden, ein Additionstheorem für die 
elliptischen Punktionen. 

Führen wir in die Formel (22) 'ö*- Funktionen ein, so 
wird dieselbe, da 

SU - ^'- Mi) sv-^^^ 

ist, lauten 

?i_(!i + ^^ ^^ (** Z-^^ d-i^ u&Q^v — »^^ ^Q^u 

Da Zähler und Nenner rechter Hand für allgemeine Werte 
von u und v keinen Faktor gemeinschaftlich haben und der 
Zähler links und rechts für u = v verschwindet, während der 
Nenner endlich bleibt, so kann man 

Q^ii^ + v)d'i(u — v) = d'i^u^Q^v — d'^^vd-Q^u 
Qd'^iu + t;)'9'o(w — v) = d'Q^vd'Q^u — ^^^vd-^^u 

setzen, wobei q zu bestimmen ist. 
Nun ist 

^ &i{u + v) d-^ {U — V) 

aus der ersten Gleichung bestimmt, bei konstantem v eine 
doppeltperiodische Funktion von w, mit den Perioden o, o'. 
Denn ändert man u um o, so bleibt Zähler und Nenner un- 
geändert. Aendert man aber u um o', so wird 
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d'i\u + o') V«^ — ^i^vd'o\u + ö') = 

d-^(ti + t? + cd')'0'i(m — t; + cd') = 



— 2(2m + w') — 



V — 2(2m + cü') — 

= -^-i (i* + t;)'0'i(M — v) e «» 



; 



also bleibt q aach ungeändert. Es kann nun q im Perioden- 
parallelogramm CO, a unendlich werden nur für w ^ t; und 
u ^ — V] da aber für diese Werte der Zähler auch ver- 
schwindet, so kann q überhaupt für keinen Wert von u im 
Periodenparallelogramm unendlich werden, ist also von u un- 
abhängig. Setzt man also ti == 0, so wird 

auch von v unabhängig und von Null verschieden. 

Dieselbe Betrachtung ergiebt für q aus der zweiten 
Gleichung denselben Wert. Also ist 

V-^iC«* + v)'^iO* — v) = d'^^ud'Q^v — ^^^v^o^ii 
Ersetzt man in beiden u durch u ^ —, so erhält man 

Aendert man in diesen Formeln m und v jedes um - , so 

bleibt die rechte Seite bis aufs Vorzeichen ungeändert, wäh- 
rend links andere O'-Funktionen auftreten; man erhält daher 
für jede linke Seite zwei Ausdrücke. Es ergeben sich hier- 
durch folgende Formeln 
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(22) 
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Die zweite Gleichung liefert uns eine bereits bekannte 
Relation; wenn man tt ^ 0, v = setzt, nämlich 

oder 

die wir auf S. 101 (13 a) bereits gefunden haben. Eine Aenderung 

von u und v um - lässt beide Seiten der Gleichungen (22) 

ungeändert. 

Die erste Formel (18 b) giebt, wenn man die elliptischen 
Funktionen durch die '^'-Funktionen ersetzt: 



= 2 ' 






und zufolge der zweiten Gleichung (22) 

woraus durch Vertauschung von ti und v folgt 

^2^d^i(u + v)»^(n — v) — d',(u — v)%'^{u + v)] 

Durch Addition und Subtraktion beider erhält man die 
Gleichungen 

^2'^3'^l(^ + ^)'^o(^* — t?) = %'qU%'^U%^2V%'^V 
'^2'^3'^l(** — ^)'^oO* + ^) = ^Qtl%'iU%'2V^^V 
%'2%^2{^ + ^)'^3(*^ — ^0 = ^^U%^2'^%^%V%'^V 
'^2'^3'^3 0' + ^)'^2(«* — V) = Q^^UQ'^U^^'^^^V 

von welchen die letzten zwei aus den ersten zwei folgen 
durch Aenderung von m um 



(23) 



CO 



30. Die vorstehenden Formeln, welche aus dem Addi- 
tionstheorem für s{u) folgten, werden wir späterhin allein 
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verwenden. Doch soll hier, unabhängig von dem Vorher- 
gehenden , ganz selbständig ein Additionstheorem für die 
O'-Fanktionen abgeleitet werden. Aus den Formeln, welche 
wir für die '^'-Funktionen erhalten werden, ergiebt sich dann 
umgekehrt das Additionstheorem für die Funktionen su, cu, 
Ju. Die im Folgenden durchgeführte Ableitung des Additions- 
theorems ist die von Herrn Prim im Crelle'schen Journal 
Bd. 93 S. 124 für 'ö*- Funktionen beliebig vieler Argumente 
gegebene. 

Wir definirten die allgemeine -ö*- Funktion durch die 
Gleichungen 

d'(u+ (D , s, €) = (—1)* »{u, £, £') 

-i2u-\-(o')^- (a) 
^u + o', €, €) = (- l)*>(w, €, e)e 

dann war 

d'(uy € + 2vy e') = 0(m, €€) 

^(w, £, e + 2(i) = (- ly^^^iu, aO, 

'»•(— W, £€) = (— !)•*>(?*, Ee) 

Wir führen folgende Grössen ein: 

u -\- V — w — t = 2v 
u — V -{• w — ^ = 2w' 
u — V — w -\- t = 2t' , 



(b) 
(c) 



woraus 



(24) 



w + v' + w + ^' = 2u 

u -\- V — w' — t' = 2v 

u — v' + tv — f = 2iv 

%i — V — w -\- 1' = 2t 

folgt Betrachten wir für einen Augenblick v, tv, t als kon- 
stant und nur u variabel, und setzen demgemäss 

•9'(2w, £E)^{2Vy £e)^{2w, EE)d'(2t\ ee) = (p(2u, ee). 
Ersetzt man nun u durch w + -^ , so ändert sich 

2u', 2v, 2w', 2t' 

8* 



(d) 
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jedes um f, also wird nach (d), da x = ist^ das Produkt 
der vier Funktionen übergehen in 

d'(2u, €,€+l)^2v, £,6+l)d'(2w', s,e +1)^(2 f, s.e-^l) 

= (p(2u,6,s + 1) 
oder es ist 

q)(2u + CO, es) = g>(2u, «, a' + 1). 

Aendert man u aber um — , so wird nach (d) 

X = 0, x' = 1, 
also 

^(2«'+|-,«')*(2t;'+f,e*')*(2«;'+f,f*')*(2<'+-J,£/) 
= »(2u', £ + 1, t)»(2v, « + 1, i')»{2w', £ + 1, «') 

X^(2^', £+1, £>"'*"+'"''^, 
daher ist 

g?(2w + CD 5 ££') = tp{2u, 8y e + 1) 

<p{2u + (o\ ££') = g)(2w, £ + 1, £')e ^ ". (e) 

Nach Gleichung (b) ergiebt sich ferner 
. (p{2u, 8 + 2i/, e) = 9(2m, ££') 

9(2m, £, £' + 2ft) = 9(2m, ££'), 

d. h. die 9(2ti, ££') sind nur für Werte ££' von einander 
verschieden, die oder 1 sind. Wir wollen die vier Werte 

9(2w, 00), 9?(2m, 10), 9(2m, 0, —1), 9?(2w, 1, —1) 

als die Fundamentalwerte annehmen, also £, a die Werte- 
paare 

00, 10, 0—1, 1-1 

durchlaufen lassen. In diesem Sinne setzen wir 

0(2w)=29(2w, ££'), 



<< 



dann wird nach der Gleichung (e) 

<&(2m + m ) = <S(2m) 



«P(2m + 0)') = 9{2u)e ^*"'^'"'^ «•'. 
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Mit Rücksiclit auf die Gleichungen (a) folgt hieraus^ dass 

0(2w)==c.O'(2w, 00) 

ist, wo c von u abhängig ist 

Führt man in q>(2u, se) an Stelle von w\ t\,. — w\ 
— f ein, so wird das Produkt 

d. h. ip(2Uy es') bleibt ungeändert. 

Zufolge der Gleichungen (24) tritt aber an Stelle von 
M... V. Daher ist 0(2u) dieselbe Funktion von v, wie von 
u, d. h. es ist 

0(2u, 2v) = c»(2v, 00)d'(2u, 00), 

wo c von u und v unabhängig sind. 

Führt man nun — v\ — t' an Stelle von v\ t' und dann 
— v, — w' an Stelle von v, w ein, so erkennt man, dass 
O auch von w und t dieselbe Funktion sein muss, wie von 
V, d. h. dass 

<^(2w, 2t;, 2w, 20 = C'^(2m, 00)'9'(2t;, 00)0'(2w;,00)'a'(2^,00) 

ist, wo c von Uy v, w, t unabhängig ist 
Wir erhalten mithin die Gleichung 

c . ^^{2u)^^{2v)^^{2w)^^{2t) 

=^^(2u\ s€)^2v\ €€)»(2w\ 6s)»(2t\ ss) 

= ^,{2u)%(2v)9,(2w)»,(2q 
^oi^u)%(2v)^,{2w)&,{2n 
^,(2ti)»^{2v)^^(2w)^,(2t') 
d'^{2u)d'i(2v')^^(2w)d'^(2t').^ 
Um c zu bestimmen, können wir 

u = 0, i; = 0, «<; = 0, ^ = 0, 

also auch ' n ' a ' a ^' a 

n = 0, t; = 0, w = Oy t =0 

setzen, dann folgt 

c^3^ = V + V + ^2' 

da wir aber S. 101 fanden 

^3' = V + V, 
so ersieht man, dass c ^^ 2 sein muss. 



(f) 
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Wir rekurriren hier aber nicht auf diese Formel, son- 
dern wollen vor der Hand c in der Gleichung behalten, da 
wir gleich ein Mittel bekommen, diese Konstante direkt aus 
der Entwickelung zu bestimmen. 

Vertauschen wir in der angeschriebenen Formel w, v, w, t 
mit u\ Vy Wy t\ so muss dieselbe Geltung behalten, wie aus 
den Gleichungen (24) folgt. Es ist dann 

c^(2u\ 00)'^(2!;', 00)0'(2< 00)^{2t\ 00) 

=2^(2w, Bs)%'{2v, 66)d'(2w, €e)^(2ty es). 



CS 



Nun setzen wir an Stelle von 

2w, 2v, 2w, 2t 
die Grössen 

2lV + ^- + 6-, 2^- ^-^01-^ CD 

dann gehen nach (24) 

.., . 2u, 2v, 2iv. 2t 

über m ^ ? ? 



o^' 



2 • ' 2 



C3 



2^+— p-o) + -^a), 2t+^ — I 0) + -^— I 03. 

Zufolge der Gleichung (d) wird daher 



- — N 

X ^(2^ ; 7] — Q — 0,rf—Q—</)e " , 



wobei 



+ (, + .J) [2 «;' + ^' 0, + ^" «,'] 
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X 



ist. Femer ist 

*(2m + ri'a + ri(o', £s)»(2v + ^ ra + -| ra', ee'j 

*(2«, + ^ «, + I 0,', *5')*(2< - -^1+ "' 0, - ?-t" «,', 55') 

= Ö'(2m, « + 2)?, e + 2ri')»{2v, £ + 9, «' + q) X 






^{2w, s + 6, 6 + 6')%'{2t, e — Q — 6, e'—Q—6')e 
wobei 

Jf., = 2,,[2« + i±^a,+|o']+9[2. + ?^'^-o + |a,'] 

+ <r[2^.+?4^c,+Ja,']-(9 + .r)[2<+*--p^'a,-4?a,']. 

Setcen wir dieses in die frühere Gleichung ein, so wird 
c»(2u, tjri')»{2v', ij + 9, i?'+ q')»{2iv', r} + 0, V+ «')x 
9-(r, )j — 9 - ff, ij'— 9' — <j') = "V9'(2t<, 6 + 2ri, s'+ 2^) X 



^ 



Wir reduciren nun die Exponentielle. Es ist 

+ [,(.'+ 2,') + 9 '-+/- + ff -*'-f "-: - (9 + ff) ^-^--^j«. 

Aus den Gleichungen (24) führe man für t«, v, w, t die 
ti', v', w, t' ein, so wird 

M,,- = 2[i?w + (i? + ())i^'+ (»? + ^) <^'+ (^ — ^ — ^) ^'J 
Nun kann man N umformen in 

+ 14 "^ 4— + 4""" H 4 J^ 

= 2[riu+ {tj + ())i^'+ (rj + (?)w;'+ (i? — () — <y)^'] 



^ 
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Mithin ist 

Mi^' — N= eriG}y 
also 

71 i 

f ^-^^^B,'-^'^ = e-^'nni = ^_ 1)-«'»/ = (— ly'n 

und da 

#(2w, B + 2ri, e + 2i?') = (— 1)*'/#(2m, ff') 

ist nach der Gleichung (b), so folgt einfach 

cd'(2u\ rin) %{2v\ ri + Q, n + q)%'{2w, i? + ^, V + O X 

#(2^', 12 - () -- ^, 1?' - 9 - O =2^(-l)*'''+*''''9'(2w,f Ox 

'9'(2t;,£+9,f'+()')#(2w;,£ + ^,£'+^')'^(2^,f — 9-^,fi— 9'— ö'). 

Hierbei sind lyiy', qq, tS(f beliebige ganze Zahlen, •die 
man aber nicht grösser als und 1 zu nehmen braucht. 

Die vorstehende Gleichung giebt uns ein Mittel an die 
Hand, die Konstante c zu bestimmen. Wir setzen in der- 
selben 9 = 0, Q =0, ^ = 0, ^' = und erhalten: 

=2^(— iy'^'+*''/'9'(2w,66') d'{2v,6e) ^(2w,66) ^2t,€e'). 

ee' 

Wir Summiren nun rechts und links über alle zulässigen 
rjy ri und erhalten, wenn wir rechts die Summation über r^rl 
mit der über es vertauschen: 

c^^(2u\ rin) %'{2v\ rir() %'{2w\ viri) %'(2t\ Tjrj') 

vv' 

==^^ ^{—iy^'+^'^^{2u, €€) d'{2v, s€) ^(2w, es) ^2t, ee) 

es' rjtj' 

=2^r'9'(2w,fO'9'(2t;,£0^(2«^;«0'^(2^,«f)-2^(-l)''''+*'^l 

«e' L tjrf J 

Der zu jedem Summanden für ein bestimmtes ee' zu- 
tretende Faktor 

2^(_ lyv'+^'v 
tjtj' 

ist aber null, sobald nicht e = 0, f' = ist, denn es ist 

^C- 1)-'''+-'' == (- 1) + (- ly + (- 1)-' + (- i)'-''=o, 
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wenn nicht £ = 0, a' = ist. Pur 6 = 0, f' = wird 

V(-iy.j+«»/'=4 

vn 
und daher ist: 

c^d'{2u, 7ir[) %'{2v\ rir() %'{2w\ rm') %'{2t, rjrj') 

'•'' = A^{2u, Oü), #(2t;, 00), d'ißw, 00), d'{2t, 00). 

Aus der Gleichung (f) auf Seite 117 folgt aber, wenn 
man beide Seiten mit c multiplizirt und ijij' statt ee' schreibt: 

''''' = c^^{2ti, 00) ^(2v, 00) ^2w, 00) '^•(2^, 00), 

daher ist 

c* = 4 und c = + 2. 

Welches Vorzeichen zu nehmen ist, entscheidet man 
leicht, da aus der Gleichung (f) für 

li = 0, v = 0, w = 0, t = 
folgt 

und nach den Gleichungen auf S. 64 



QO 



c[l + 22«"'! 



oo 



00 



00 



^gn(n-l) 
L 1 



= [l + 22'2"'T+[l+22'(- 1)VT+162 

1 1 

färg = 0, c = + 2 folgt. 

Wir erhalten daher als Schlussgleichung 

2'9"(2m', ijiy') d'{2v\ ri + Q, V+ q) '^(2^', V + ^yV+ O 
X '^•(2^', 71- Q — 6,ri - Q—6') 
=^(— l)*''?+«'?>(2w, fiO ^(2^, £ + 9, £' + q) (25) 

wobei zwischen den Argumenten die Relationen stattfinden: 

w + v + w; + ^ = 2u li + t;' +«<;'+ ^' = 2w 

M + t; — w — t = 2v u -^ V '\- w — i =^2v 

u — V -\- w — t = 2w' "" u — V ••\' w — ^' = 2w ^ 



u 



V — w -}- 1 = 2t' 



u 



V — w;' -f- ^'= 2^. 
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Die Formel (25) enthält 20 von einander wesentlich ver- 
schiedene '^'-Relationen. Man kann linker Hand drei der d" 
beliebig annehmen, dann ist die vierte bestimmt, da i^V» 
qq\ 6& durch diese Annahme bestimmt sind. Wählt man 
alle drei d" mit denselben Chakteristiken, so hat die vierte ^ 
auch dieselbe Charakteristik. Denn ist 

i^ = i2 + () + 2v = >? + ^ + 2|it 
V= V+ 9 ~^ 2v = 12 + ^ + 2/x' 
(li^'jvv ganze Zahlen), so folgt: 

fj — Q — 6 = rj — 2(/x — V -\- 6) 
yi~ Q — 6'= Kl — 2(^'— V -\- 6'), 

d. h. die Charakteristik der vierten # ist auch {yi, rj'). 

Wählt man zwei der # mit denselben Charakteristiken, 
so haben die zwei übrigen auch gleiche Charakteristiken. 
Denn ist 

V+ (>'== V+ 2i/', 
so folgt, dass 

1^ — Q — 6 = rj -^ 6 — 2(v + a) 

71 — Q — 0' = 71 -\- ^ — 2{y' -\- ö') 

ist, und dass also die anderen zwei # gleiche Charakteristik 
besitzen. 

Hieraus folgt: Nimmt man bei drei der # verschiedene 
Charakteristiken an, so hat die vierte d" die noch übrig- 
bleibende vierte Charakteristik. 

In der Formel (25) sind also 20 verschiedene Formeln 
enthalten, nämlich: 

4 Formeln, in denen linker Hand dieselbe '^'-Funktion auftritt, 
4 „ „ „ „ „ vier verschiedene, 

2-6 „ „ „ „ „ zwei gleiche 

'ö'-Funktionen auftreten. 

Wir wollen diese Formeln hier folgen lassen. 
Setzt man zur Abkürzung: 

Hy, = d'y,(2u)d'y,{2v)d'yX2w)d'^(2t) 

und (26 a) 

77; = ^,{2u)^^(2v)d'^(2w)^yX^q, 
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so ergiebt sich aus der Formel (25): 

2Jl3'=773 + 772 + 77, + i7o für 1^ = 0, V = 0;(> = 0,(>' = 0; 

277/=77,-772 + 77,-77o „ ,^ = 1, V=- 1; (> = 0,(>'=0; 

^ = 0, ^' = O5 

2i7o'=773-772-77i+77o „ 7^=0,i?'=- I5 (>=0,() =0; 

Diese Gleichungen (26) sind dieselben, wie die Gleichungen (24), 
wenn man u, v, w, t durch TJg, /Zg, /Zi, 11^ ersetzt, imd aus 
ihnen folgt auch in genau derselben Weise die Auflösung 
nach den 77x, nämlich 

2773 = 113' +77,' +77/ +77; 

277^ = 773' + 77^' — 77/ — 77o' 

277, = 773' - 77,' + 77/ - 77^' ^^^^ 

277o = 773' - 77/ - 77/ + 77o'. 

Jede Relation, die sich zwischen den Grössen u, v, w, t\ 
u, v, w', i' als Folge der Gleichungen (24) ergiebt, besteht 
auch notwendig zwischen den ^-Produkten, und umgekehrt. 

Setzt man 

Ps = ^3(2«)«-2(2f)*o(2M')*,(20 
P, = d,(2«) Ö-3(2v) %, (2 m;) a-,(20 

Pi = dl (2 u) Ö-o (2 v) -9'sj (2 tv) Ö-3 (2 <) ^ ^' 

Po = #o(2m) d,(2t;) ^.,{2io) «-,(20, 
so ergiebt die Gleichung (25) 
2*, (2«) «•0(2»') ^,(2«;') a-3(20 = Pj + P, + P3 + Po 
2d,(2«')«-3(2t;')d,(2M;')«-o(20 = P^ + P,_P3 -P„ 
2d,(2«')«-,(2t;')Ö-o(2M;')di(20 = P, - P, + P3 - P„ 

2do(2« ) «-«(Sf') ^3 (2«'') ^i, (2^') = Pi - P, - P3 + Po 
fÜri2 = l,i2' 1; 9 = 0,9'=-!; ö = 1,ö'=0: ^ ^ 

„ ,j = b,ij'=-l; 9 = 0, 9'=— 1; ff=l, ff'=0 

„ ij = 0,ij' = 0; 9 = 0, p'= — I5 ff= 1, tf' = 

,» i2 = l,ij' = 0; () = 0,(»' = — 1; «=l,<y' = 0. 



(26) 
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(27) 



Durch Auflösung dieser erhält man, wenn 1^ aus Px 
hervorgeht, durch Vertauschung der m, v, w, t mit ti', t?', w\ t'i 

2P2 = -M "T ^2 — -^3 -M) 

2P3=P/-P,' + P3'-Po' 

2Po = p; - p,' - P3' + Po'. 

Diese Gleichungen gehen über in die Gleichung (24), 

wenn man 

P P P V ' V V V V 

resp. ersetzt durch 

te, 17, et;, ^; 1^', v\ w\ t' 

und jeder Relation zwischen den u, v, w, t und t*', v, «<;', <' 
muss daher einer Relation zwischen P und P entsprechen. 
Wir setzen ferner: 

HiH = '9'.(2m) '9".(2t;) d'H(2w) d'U^t) 

n:, = '^,(2i«')^.(2v')^a(2w;')^ä(20; 

so ergiebt die Gleichung (25) für leicht zu bestimmende 
Werte die Charakteristiken: 

2i7o3 = iIo3 + ^12 + Al + ^80 ) 
2i7i2 = i7o3 + ^12 - ^21 - ^30 

27721 = 77^3 — n,, + 77^, - 773^ 

27730 == 77o3 - 77,2 — ^21 + ^30 
277o2 = 77o2 + 77,3 + ^20 + ^31 
277i3 = 77o2 + 77i3 - ^20 — ^31 
27720 = 77o2 — 77,3 + ^jo - ^si 

27731 = 77o2 — 77,3 - ^20 + ^31 

27732 = 7732 + 7723 + ^10 + ^01 
27723 = 7732 + 7723 ~ ^10 - ^01 
277i'o = 7732 - 7723 + 77,0 — ^01 
277o'i = 7732 - 7723 — Ao + ^01- 

Es ist ohne weiters klar, wie man jede Relation zwischen 
den u, Vy w\ t\ u, v, Wj t durch solche zwischen den Grossen 
77fA und 77/ä ersetzen kann. 



(28) 



(29) 



(30) 
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Hier einige Relationen zwischen den Grossen^ die sieh 
aus den Gleichungen (24) ohne Mühe ergeben: 

U '■\' w =^u '\- w u — w *= V -i- f 

w + ^ •= ^' + ^' ** — t =^ V -}- w' 

UV — w?^ = UV — w'f 

uw — vt = uw — v't' 

Ut — VW? «= Ut' — VW 

u^ + v^ + u^ + f = u'^ + v'^ + w^ + t'^ 
2{uv + wt) = ii^ + v « — w^ - f^ 
2{uw + vt) = u^ — v^ + w'^ — t'^ 
2(ut + vw) = m'« — v^ - w;'« + t'\ 

Aus diesen ergeben sich die reciproken durch Ver- 
tauschung von Uy Vy w, t mit w , v , «<?', ^'. 

31* Aus den eben abgeleiteten Formeln für die 'Ö'-Funk- 
tionen ergeben sich die Additiousformeln für die elliptischen 
Funktionen sUj cu, jdu. 

Setzt man beispielsweise in den Formeln (27) 

M = v, w =^iy 
wodurch 

m' = M + w?, v' ^^u — Wy w;' = 0, t' =0 

wird, so giebt die erste Gleichung, wenn \Uj \^w an Stelle 
von u und w geschrieben wird, 

Macht man dieselbe Substitution in den Gleichungen (26), 
so folgt, da 

77; = 

wird^ also 

n^-n^ = n^ — n^ 

ist, 

no=^n^ — n^ = nQ — n^, 

oder: 

V'9'o(w + w)^q(u — w;) = d'Q^ud'o^w — d'i^ud'j^w. (32) 
Dividirt man beide Gleichungen durch einander, so folgt: 
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daher 

s(u ■4' w) = , ^2 — 2 

Setzt man in der ersten Gleichung (29) 

U =Wj V = ty 

also 

u =^u -{- Vy t;' = 0, w =u — V, f = 

und ersetzt dann u und v durch ^u und ^v, so wird, da 

7731 = 
ist, also 

sich ergiebt, 

77o2 == 77^2 + 7731 = 77i3 + ^20; 
oder 

'^O'^2'^o0*+ ^)'^20* — V) = d'QUd'QVd^2'^^2'^ + ^i'^'^iVd'^Ud'^V 

und da nach eben hingeschriebener Relation 
ist, so folgt: 

oder 
daher 

C(t* V) = T 2-2" 2 

Durch dieselbe Substitution, wie sie eben vorgenommen 
wurde, ergiebt die erste Gleichung (28), da 

7721 = 
ist, also 

•"03 + -^21 ^^ -"12 + •"30 > 

77o3 = 77^3 + 7721 > 
oder 



.X N nunv -I- X 
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und 
also 

woraus 

dudv + x*susvcMcr 

's*««*«; 

folgt. 

Nach dem Vorstehenden ist leicht ersichtlich, wie man 

die anderen in (19), (20), (21) hingeschriebenen Formen des 

Additionstheorems unserer doppeltperiodischen Funktionen 

erhält. 

32. Wir wollen die Relationen zwischen den -O'-Funk- 
tionen noch dazu benutzen, um die S. 104 berechnete Kon- 
stante 

in einfacherer Form darzustellen. 
Wenn wir die Gleichung 

nach V diflferentiiren und , = -O-'r setzen, wobei also 

dv ' 

d&{u + v) dd'iu + V) ,, , V 

dv d{u + v) VI/ 

folgt, da u als konstant betrachtet wird, während 

d^{u - v) cj r \ 

dv ^ ^ 

ist, so ergiebt sich 

^%^zi^i{^ + v)%'q{u — v)- #i(w + v)%'^{u - v)\ 

Setzt man nun t; = 0, so wird, da 

ö-;(0) = o, ^3'(o) = o, #,'(0) = o 

ist, denn ^o(v), ^s(v)j ^'^{v) sind ungerade Funktionen von v, 
Diese Gleichung zweimal nach u diflferentiirt liefert: 
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Es ist aber auch 

V= 0, #;'= 0, 

da beide Funktionen %'q\u) und ^i\u) ungerade Funktionen 
von u sind, man erhält also, wenn w = gesetzt wird, 

'^2'^3['^l"''^0 '^/'^o"] = '^0'^l'['^2"'^S + '^2'^s"] 

und da O*/, -ö-g, #3, -ö-^j nicht null sind, die Relation 



»/ Ä. " a. " 



^-t + t + t- ^^3) 

Es ist die allgemeine «d'-Funktion durch die Gleichung 
definirt gewesen: 



QO 



Die Reihe rechter Hand konvergirt für alle Werte von u 
unbedingt und gleichmässig, kann also differentiirt werden, 
und die Summe der Diflferentialquotienten der Glieder ist der 
Differentialquotient der Reihe, also ist 

«?»("."') _ (Ü^)^(w + l)e[("'+«-P+K"'+i)(»+l*")]^ 

QO 

und 



■00 



da die Reihe rechts wieder gleichmässig konvergirt. Wir 
sahen nun, dass g/ nur der Bedingung unterworfen war, 

damit die Reihe konvergire, dass — einen positiven Koeffi- 
zienten von i habe. Ändert sich also (o derartig, dass diese 
Bedingimg erfüllt bleibt, so wird die neue -d'-Reihe wieder 
gleichmässig konvergiren. Es ist daher ^{Uj es) auch eine 
stetige Funktion von cd', wenn co' innerhalb eines gewissen 
Gebietes bleibt, z. B. wenn co reell und positiv ist, wenn 
cd' = a + iß oberhalb der Axe der reellen Zahlen liegt, d. h. 
wenn ß positiv ist. Differentiirt man nun die 

2'X("'+iP+*("'+i)(''+i«')]^ 
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nach (Oy wodurch man 

erhält, so konvergirt diese Reihe für dieselben co', wie die 
erste, nnd für alle endlichen u und daher ist: 

d(o CO ^^J \ "^ 2/ 



00 



Vergleicht man die Reihen rechter Hand in dieser und 
der früheren Gleichung, so ergiebt sich 



du* (o dm' 

also für die vier «--Funktionen: 

^ 00 a<o ^ 00 am 

^„ 4tn% d^^u o. ,f 4tni dd'tU 
^ u = y--} d". u = :r-r 7 

^ m am *■ m am 

daher für die Nullwerte des Argumentes: 

ff 4«t d'O'j' ^ ff 4:71% d&Q f. ff 4tni dd"^ 



(34) 



^ 00 dm ^ m am ' ^ m am 

Die letzte liefert %'^' = 0, wird sie aber noch einmal 
nach «« diflFerentiirt, so .ergiebt sich 

_ /,/ 4wt dO"^' u 
^\ ^' = ^ ^ 

und daher 

CO c^o' 



*i 



fff 



Führt man die eben erhaltenen Werte in (33) ein, so 
nimmt diese die Gestalt an: 

1 dö*! 1 d^g j^ 1 d^^ j^ 1 d&Q 

in welcher Form sie eine vollständige Differentialgleichung 
nach Gi darstellt, die integrirt 

log#/=logc'9'3^2^o 
oder 

-ö-/ = C'9'3'9'2'9'0 
liefert, wobei c von cd' unabhängig ist. Da nun 
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QO 



*i' = ^2(- l)''('^ + «2^"+*^'= l'2^(l - 32* + •••) 





00 



*o = 1 + 22(- 1)»2»' = 1 - 22 + 23* - 



1 

OD 



*3 = 1 + S^ä"' = 1 + 23 + 23* + 



OD 



*2 = 2qi^q''C-'^ = 23^ (1 + 3' + 2" • • 

1 

ist, so folgt aus der Gleichung für d'^'i 
oder 

j (1 - 33^ +...)= c(i + 3* "Oa + 23 +-)(i- 23 +•••)• 

Setzt man in dieselbe 



also 



loa 

_= _oo, 



0) 

— 7t i 



g^gCO =0, 

wobei CO endlich bleiben soll, so wird 

TT 



c = 

CO 



und es ist daher 

TT 
CD 



'^1' = ~^0'^2^3- (35) 

Macht man von dieser Gleichung Gebrauch, so ergiebt sich 

Es hängt #3 blos von — ab, ändert sich also nicht, 

wenn dieser Quotient konstant bleibt Nimmt man daher 
für die willkürliche Konstante G irgend einen Wert an und 

setzt — als bekannt voraus, so ergiebt die Gleichung (36) 
den Wert für cj und aus dem bekannten Quotienten — er- 

ca 

giebt sich o'. Nimmt man beispielsweise G = 1 und be- 
rechnet den Wert von (o mit cj^, so wird 
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und da f&r ein beliebiges G 
folgt^ so wird bei konstantem Quotienten 



00 



0)| 00 



00| o 



00« / 00| (O, 

CO = ^T" y (o = Jy = (oa = ^' a 

sich ergeben. Hieraus ersieht man, wie von der doppelt- 
periodischen Punktion, für welche 



s'u = yi — s^u • 1 — x^s'^u 
ist, überzugehen ist zu derjenigen, für welche 

s'ti t= oyi — s^u • i — x^s^u 
ist. 



VII. Kealitätshetrachtungen für die Funktionen 

SU, cu, Au, 

33. Es sollen hier noch Betrachtungen über die reellen 
und komplexen Werte der elliptischen Funktionen angestellt 
werden. Es ist 



00 oo 



SU = -^-^— — 



1 + 22«"' yn{:^xT-\<--^\\x,{^n-V)\n 



-»"a-O-oW .^_ _^ 




1 1 

OD OO 



CW = -' ' 



^n^sW 1 1 







CO 

1 1 

00 00 



1_|_2 ^n(— 1)V' 1 + 2 >n2'»*cos2n-3r 

/)• .^ 4/ 



ö-O^gM 1 1 



CD 



^3 %^ U _°e_ _?^ 



1 1 



Tti 



wobei g = e"" ist. Setzt man in diese Gleichungen 
— = a; + iy, g = e^^+fi*)^* = e"-/^^(cosa;r + isina^r) 

ein, wenn — = a + i/3 gesetzt wird, und trennt die reellen 

und imaginären Theile, so nehmen jede der drei Funktionen 
die Form P + i ö an. P und Q sind reelle Funktionen von 
Xj y. Will man nun die Werte von u haben, welche den 
reellen Werten der doppeltperiodischen Funktion entsprechen, 
so hat man nur ö = zu setzen, wodurch man eine Re- 
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lation zwischen x und y erhält. Zu jedem Werte x würden 
sich ein oder mehrere Werte von y ergeben, so dass für den 

Wert — = X -{- iy die doppeltperiodische Funktion einen 

reellen Wert annimmt. Man ersieht hieraus, dass die Werte 
von u, für welche die doppeltperiodische Funktion reelle Werte 
annimmt, innerhalb des Periodenparallelogrammes gewisse 
Linien erföUen. 

Diese Linien müssen für su jedenfalls durch 



to 



CO 



und 



, U = —y U = CD, u = 6 — 



„ = _, M = C + - 



gehen, denn es ist 

s(0) = 0, s(j) = l, s(a>) = 0, s(^)=-l, 

«(y) = ~' s («> + -J) = «> . 

welches reelle Werte von su sind. Ebenso müssen diese 
Linien für cu durch 



für ^u durch 



(0 



w = 0, w = „ + 



CO 



2 ' 



U 



00 

2 



3 a)' 
2 ' 



+ ^ . «e 



(0 



u 



(O j u 



Sm 



gehen, da für diese Argumente die Funktionen reell sind. 

Ich will zwei spezielle Fälle wegen ihres häufigen und 
fast ausschliesslichen Vorkommens in der Anwendung der 
elliptischen Funktionen besonders hervorheben. 

1. Es sei m reell positiv und a}'=sr'i rein imaginär, 
also W" reell. Dann wird 



q = e 



(X) 






W 



reell und da es kleiner als 1 sein muss, 
so muss ^ positiv sein. Das Perioden- 
parallelogramm cj, cj' hat also die 
Form eines Rechteckes (Fig. 25). 



w 



Fig. 25, 
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Es wird " 

I69 



^2 _ *.* 

*3 



[^ä"^"-'']* 






;c - = 



also x^ und x'^ reell uüd positiv, mithin beide kleiner als 1, 
da x^ + x'^ = 1 ist. 

Die Formeln (37) zeigen, dass für reelle Werte von u 
die Funktionen sUj cu, ^u reell werden. 

Da nach den Gleichungen (14) S. 102 

\ '2/ xsv ^ ' 2/ ^H SV ' \ ' 2/ % SV 

ist, SO ersieht man, dass für Werte von w = t; -j- —i deren 

imaginärer Theil konstant "^ = ~^* ist, während v reell ist, 

SU reelle Werte annimmt, cu und ^w aber rein imaginär wird. 

Es ist ferner su eine ungerade Funktion von m, während 

CM und ^u gerade Funktionen sind und in unserem Falle 

enthalten diese Funktionen blos reelle Eonstante. Setzt man also 

s{v + iu) = P + iQ^ 
so ist 

s{v — iu) = P — iQ^. 

Ist also V = 0, so ist 

s(iu) = B ■■{- iS 

s{— iu) = B — iS 
und da 

5(— iu) = — s(iu) ^ . 

ist, so muss i2 == sein, d. h. s{iu) ist rein imaginär. 

Da ferner 

c(iu) = i?j + iSi 

c(— iu) = Bi — iSi , 
aber 

c( — iu) = c(iM) , 
so ist 

Äi = 0, 
also ist e(iw) = jR^ reell. 
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und 



J(-m)-R,-iS, 



SO ist auch ^{iu) = B^ reell. 
Nun ist 

4+1)=::- 

also 

d. h. für reelle i< reell. Ebenso ist 

»(". + ¥) 

reell, da 

c(iu + o) — — c(i«), ^{i" + o) = -i/(i*0 
ist und c(iti), ^{iu) reell ist, wenn u reell ist. Sa ist 

also ist auch 

reell fSr reelle u. 

Zeichnen wir die Periodenparallelogramnie für die doppelt- 
periodischen Funktionen sw, cm, /In, so kann man in den- 
selben leicht die Werte von u markiren, für welche jede von 
ihnen reelle Werte annimmt. 












•"■'■ 


_ — 


-- 


r 






7 






!/, 








^ 


y_j 


/ 



In Torstehenden Figuren 36a, b,c sind die Linien, auf 
welchen die Werte von m liegen, für die die zugehörige 
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Punktion reelle Werte annimmt, dick ausgezogen, die Linien, 
auf denen die Funktion rein imaginäre Werte erhält, sind 
punktirt. Die letztere ergiebt die folgende Betrachtung. 
Da s{iu) rein imaginär ist für reelle «*, so ist auch 

rein imaginär für reelle ii. Es ist femer 

\ ' 2 / t oisw \ ' 2 / i SU 

also für reelle u ist 

rein imaginär, daher auch 

Und da 

c[iu + ir) = — ^ -Tp-\ 

ist, so ist . . 

c(iu + ^) 

für reelle u rein imaginär, ebenso 

(, 3ö)\ /. I 5ü)\ 

2. Es sei CO reell und positiv und 
wo 02 reell und positiv ist, dann wird 

(X) (U3 

— Tti 71 

q = e"" = — e "^ 
wesentlich negativ und absolut kleiner als 1, da -^ positiv 
ist. Es ist daher 



x^ = 



negativ und 

positiv, also ist x rein imaginär von der Form ix^ und x^ 
reell, während x reell ist. 



x^ 
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Die Funktionen sUy cUy du enthalten auch jetzt nur 
reelle Eonstante und sie sind also für reelle u reell; und da 
SU ungerade, cuy du gerade Funktionen sind, so folgt, wie 
früher, dass s{iu) rein imaginär, ciiu) und d(iu) reell sind 
für reelle u. 

Es ist aber / ^*\ ^ 

also für reelle u • • • s(w + "T^j ^^ vorliegenden Falle rein 
imaginär, da — = -r— ist. Ebenso ist 

s(iu + cö), s{iu + 2(d) 



• •• 



rem imaginär. 

<'« +i)-M 

ist aber für reelle u reell. 

Wir haben also die Darstellung der Werte von u im 
Periodenparallelogramm (Fig. 27 a) für su. Die dickgezogenen 
Linien stellen Werte von u vor, für die su reell wird, die 
punktirten, für welche su rein imaginär ist. 

cu und du sind reell für reelle und rein imaginäre 
Werte von w, also sind 

cUy c(iu), c(iu + G)), c{iu + 2cö), c{iu + 3cö) 

reell und da / . wX i z/w 

c\u + -r-i = ^ 

ist, so ist auch c(m + "^) f^^ reelle w reell. 

\ '2/ z/(tM) 

ist rein imaginär, ebenso 

z/t*, ^(tt + ß'); ^{i^^)} ^{i'^ + ®)i -^(^w + 2g}) ••• 
reell und da 

^(*^ + ^) = ■:77^' 

\ '2/ z/(tt*) 

so ist auch 

für reelle t* reell. 
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\ '2/ % 8U 



ist rein imaginär für reelle u. 

Die Periodenparallelogramme für die Funktionen cw, ^u 
haben in den Figuren 27 b, c nach früherer Art die Werte 



iU^SlO: 



WHt\ 




SW 

a) 






b) 



Fig. 27. 



O IV vu 

c) 



von t* eingezeichnet, für die die Funktionen reell resp. imaginär 
werden. 

Hat G}' irgend einen anderen komplexen Wert, so wird 
g imaginär und 5W, cw, z/w enthalten imaginäre Konstanten. 



Vlll. Darstellung der doppeltperiodischen Funktionen 
durch logarithmische Diflferentialquotienten der 

fr-Funktionen. 

34. Es möge hier noch eine Art der Darstellung der 
doppeltperiodischen Funktionen dargelegt werden. Wir setzen 

^ ^ du -O-jt* 

so ist Z(w) eine eindeutige Funktion von u, welche im 
Periodenparallelogramm m, co nur für w = unendlich wird. 

Es ist femer 

Z(w + cö) = Z(n) 

Z(t. + a,') = Z(tO-^*. 

wie sich aus den Formeln (I) auf S. 58 ohne' weiteres ergiebt, 

d. h. Z'(«) = ^ - ^^^, Z"(«), Z"'(«)...Z(«)(«) sind 

lauter doppeltperiodische eindeutige Funktionen von u mit den 
Perioden oj, co', welche nur för «e = unendlich werden. 

Es wird Z(w) für w = unendlich von der ersten Ord- 
nung. Denn es ist für kleine Werte von w: 

da 'S*! = 0, 'S*/' = . . . ist, es wird 

log'ö'i (m) ==« logM + log('ö'/ + -W^'9'i'" + • • •) 

= logw+ loga-/ + - -^^-w2+-Bw* + ..., 

da das Argument des zweiten Logarithmus in der ersten 
Gleichung für w = nicht verschwindet; daher ist: 
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WO nur positive ungerade Potenzen von u folgen. 

Mithin wird [wZ(«f)] == 1 und Z(w) ist für «^ = un- 

M = 

endlich von der ersten Ordnung. Z^'*)(t*), wird daher für w = 
unendlich von der {n + 1)*®** Ordnung, da 

Z(»)(w) = ^~^]\^'^^' + ^1 + . . . pos. Pot. {u) 

ist. Z^")(w) ist mithin eine eindeutige doppeltperiodische Funk- 
tion (w + 1)*^' Ordnung mit den Perioden co, gs! . 

Es sei nun F{yi) eine eindeutige doppeltperiodische 
Funktion von n mit den Perioden gü^ o', welche für w = a^, 
«2 • • • «n unendlich wird und zwar, wie wir vor der Hand 
voraussetzen wollen, stets von der ersten Ordnung. 

Es sei also für kleine Werte des Moduls \u — a,- [ 

^W = -^^ + ^ + ^iK- - «0 + •••. 

^^ Z(ti) — ai) = ^ 1 pos. Pot. (cci — u) 

ist, so ist 

F{u) + j4iZ(u — a,) für u = «,- 
nicht mehr unendlich, daher ist 

n 
(p(u = F(U) + ^JiZ{u — Ki) 

1 
für keinen der Werte a^, «g • • • «n unendlich, und da Z(ef — «,) 
nur für diese Werte unendlich werden kann, ebenso F(u), 
so wird 9? (ti) für keinen Wert von ti innerhalb des Perioden- 
parallelogrammes cj, co' unendlich. <p(u) ist aber eine ein- 
deutige doppeltperiodische Funktion von m, denn es ist 

<p(u -{- o) = q)(u) 

n 

1 
da jedes Z(u — «/ + co') ^ Z(w — «,) ist. 

n 

Da aber x? ^» als Summe der logarithmischen Residuen 
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für jede eindeutige doppeltperiodische Funktion null ist (pg. 70, 

S. 14); so ist 

g){u + cj) = q)(u) 

(p(u + (d) = q){u). 

g)(u) wird aber nicht unendlich innerhalb des Perioden- 
parallelogrammes; also ist <p(ti) = C und daher 

n 

F(u) = C -^AiZiu - a.) . (I) 

1 

Wir nehmen nun an, F(ti) werde für w = a^, «g, ... «;„ 
von den Ordnungen n^, ng, ... n^ unendlich; so dass für die 
Umgebung von a,- die Entwicklung gilt 

^W=- ^ + , :;^7zn+'"- |-^ + -pos.Pot(a.— w 

Da nun 

ZW(w — a.) = — — ^ --^ + 1 + pos. Pot. (cci — u) 

ist, so wird 

^z<— '(«-^)+^;'-:;;;z<"-«(„-^)+..4z(„-.,) 



daher wird: 
oder auch 



'l»,— X 



F(m) + ^ -^^* Z<*'(m - a.) . . . ^.-,0 = ^,- 



fQr M = Ki nicht mehr unendlich und mitbin wird 



■p'(«) ^y.y. 1',* z'*'(M - «.) 



Zj^ A! 







für keinen Wert von w innerhalb des Periodenparallel ogrammes 
(D, oj' unendlich, und da es eine doppeltperiodische eindeutige 
Funktion von le ist, ist dieselbe eine Eonstante. Die doppelte 



< 
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Periodizität folgt daraus, dass jedes Z^^^{u — a^ (Ä>0) doppelt- 
periodisch ist, dass aber die Summe der Koeffizienten von 

Z{u — a,), d. h. ^.Ai = ist. Daher ist 

1 

F{u) = C -^ 2 -W Z«(« - «.). (11) 

1 1 

Hierdurch ist die doppeltperiodische Punktion F(u) in 
eine Summe von Punktionen Z(*)(w — «,) zerlegt, die nur 
für einen Wert des Argumentes unendlich werden. 

Diese Zerlegung ist ganz analog der Zerlegung einer 
rationalen Funktion von z in Partiälbrüchey nur dass hier 

Z(u — tti) an Stelle von bei der rationalen Punktion 

tritt. (Vgl. Einleitung S. 33.) 



n. Theil. 



Elliptische Integrale. 



I. Die Riemann'sche Fläche der Funktion 

y = yA(x — aj {x — ag) (x — a^)x — aj. 

35. Indem wir = sUi) = -^ J , { setzten, fanden 
wir, dass einer DiflFerentialgleichung zweiter Ordnung 

oder 

dz 



du 



(?y(i-^0(i -^v) 



genügt^ und dass für kleine Werte von u sich als Potenz- 
ireihe von u darstellen lässt in der Form 

denn man kann ^'^{u) und ^q(u) in Potenzreihen von u ent- 
wickeln, und zufolge der Bedingung 

s{— w) = — SM 

müssen alle geraden Potenzen aus der Entwicklung ausfallen. 
Sei nun umgekehrt die Differentialgleichung (1) gegeben, 
in der wir G beliebig und |x^| < 1 voraussetzen wollen, so 
wird aus derselben 

^ du 1 



dz y(i — z*) (1 — %^z^ 
und 



Gu 



J >/(l - z') (1 - ^'z^ 



folgen. Setzen wir fest, dass u = sein soll für = 0, so 
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stellt sich u als bestimmtes Integral zwischen Null und dem 
komplexen Werte z = t, dar. 

Es wird 

t 

Gw= f , ^' =^^' (2) 



Durch dieses Integral ist für kleine Werte von g tt als eine 
eindeutige Funktion von g in der Umgebung von g = dar- 
gestellt. Denn so lange | ;8? | < 1 ist, kann mg^n 

(1 -0^)-i = l+^0^^ 

(1 _ x^z^r^ = 1 + i^x'0^ + . . . 
als konvergente Potenzreihen entwickeln, und es wird 

[(1 - S') (1 - Xh')]-^ = 1 + ^(1 + ;C«);S,« + . . . , 

also 

Gu = t + i{l + x')t' + '" (A) 

sich ergeben, mithin u in der Umgebung des Punktes g = 
innerhalb des Kreises, dessen Radius gleich 1 ist, sobald 
|x|<l ist, eine eindeutige ungerade Punktion von ^ sein, 
da in der Potenzreihe, wie man sieht, nur ungerade Potenzen 
vorkommen. 

Da nun zwei verschiedenen Werten von g;, die in der 
Umgebung von g = liegen, stets zwei verschiedene Werte 

von u in der Umgebung von u = entsprechen und (-37- ) 

für 5 = nicht verschwindet und nicht unendlich ist, so 
wird auch g für kleine Werte von u eine eindeutige Punktion 
von u sein und sich daher in der Umgebung der Stelle 
M = in eine Potenzreihe der Form 

^=Gu + Sy + B^v^ + B^u"^ H (B) 

entwickeln lassen. Da aber für g = — J' auch t* = — W 
aus (A) folgt, so müssen in (B) alle gradzahligen Potenzen 
ausfallen, d. h. es ist 

i=Gu + B^u^ + Br^u^ H , 

also für kleine Werte von u eine eindeutige ungerade Punk- 
tion von u. ^ 
Die Gleichung (2) definirt also für kleine Werte von u 
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und % die obere Grenze g des Integrals als eindeutige Funktion 
von u, welche der Differentialgleichung (1) genügt. 

Können wir direkt zeigen, dass bei beliebig gegebenem 
G und K die Gleichung (2) durch die obere Grenze 5 des 
Integrals eine eindeutige doppeltperiodische Funktion definirt, 
dann werden uns die Perioden dieser Funktion ein Mittel 
an die Hand geben, die '^'-Funktionen, welche ihnen ent- 
sprechen, zu konstruiren und dadurch g als doppeltperiodische 
Punktion von u in anderer Form, als es die Gleichung (2) 
thut, darzustellen, nämlich in der Form 

Diesen Weg wollen wir nun einschlagen und zwar in 
etwas allgemeinerer Form. 
36. Wir setzen 

y* = A{x — ai) {x — a^) {x — a^ {x — aj, (3) 

wo ai, Og, Oj, a^ irgend welche reelle oder komplexe Grössen 
sein mögen, die durch die Punkte %, a^, «g, a^ in der 
a;-Ebene, wo wir die komplexe Veränderliche x deuten, dar- 

/dx 
— betrachten wollen, 

müssen wir uns über die Funktion y vorerst orientiren. 

Wie wir ersehen ist y keine eindeutige Funktion von a?, 
denn jedem x entsprechen die beiden Werte 



y = + yA{x — Ol) {x — a^) {x — ag) (x — a^) 



(4) 



y = — yÄ{x — a^) (x — Og) {x — a») (x — a^), 

welche beide der Gleichung (3) genügen. Diese Werte sind 
im Allgemeinen von einander verschieden und können nur 
gleich werden, wenn y = 0, d. h. x einer der Werte 

^i; ^; ^s; ^4 ^^^* 

Es sind die beiden Werte für alle x von einander ver- 
schieden, die ausserhalb eines Kreises K liegen, der um den 
Anfangspunkt a; = geschlagen ist, und der die Punkte 
a^, a^j d^y tt^ einschliesst. 

Setzt man um diess deutlicher zu ersehen af = — , 

10* 
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so wird x' kleine Werte annehmen, wenn x ausserhalb 
K liegt. 

Da nun 

(x^yY = ^(1 — a^x) (1 — Ogic') (1 — a^x') (1 — a^^x) 

ist, so wird 

{x;'^y)x'=o entweder -(- V^ o^er — yÄ sein. 
Da ferner für kleine | x \ 

yÄ(l — a^x) (1 — a2x) (1 — a^x') (1 — a^^x') 

= -J/Z + Bx + Cir'2 H 

eine konvergente Potenzreihe ist, so wird (x^y) für kleine x' 
die Entwicklungen 

x'^y = +YÄ+Bx' + Cx^'\ 

x'^y = -YÄ^Bx -Cx^ 

haben, oder die beiden Werte y^ und yg, welche kleinen 

Werten x' = — , also grossen Werten von x entsprecKen, 
sind in der Form 

yi= + -^ + -^ + f^+ pos- Pot 

3/1 = — ^-7^ r — C — pOS. Pot. 

entwickelbar, also eindeutige Punktionen von x\ daher auch 
von Xy so lange x ausserhalb K liegt. 

Ist femer x = Xq irgend ein endlicher Wert von x, der 
von den Punkten a^, a^j ag, a^ verschieden ist, und setzt 
man fest, dass für x = Xq 



y = yo = VM^o — »1) K — ^2) (^0 — <h) (^0 — «4) •= & 

auch dem Zeichen nach gegeben ist, so wird in der Um- 
gebung von Xq auch y eine eindeutige Funktion von x sein 
und zwar so lange als x innerhalb eines Kreises um Xq 
liegt, der alle Punkte c^, a^, a^, a^ ausschliesst. 

Denn da sowohl y als -^ für x = Xq endliche und 

ganz bestimmte Werte haben, da y = 6 für a; = a;Q werden 
soll, so kann man y in der Form 
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y = 6 + A^ix — Xq) + A^{x - x^^ ^ 

entwickeln^ woraus die Eindeutigkeit klar ist. Würde man 
festsetzen, dass y = — "6 werden soll für x = ic^, dann 
würde die Entwicklung 

y = — 6 — A^(x — x^ — A^{x — x^y 

lauten und diese würde wieder eine eindeutige Funktion von 
X sein, in einer bestimmten Umgebung von Xq. 

Nennt man die beiden Werte y^ = y und y^ = — y^ 
welche die Punktion y für jedes x annimmt, die Zweige der 
algebraischen Punktion y, so kann man sagen: In der Um- 
gebung aller Funkte Xq der x-Ehene werden von den Zweigefn 
der Funktion y jeder eine eindeutige Funktion von x sein, 
wenn Xq von den Funkten a^, a.^, «g, a^ verschieden ist. 

Wir untersuchen nun das Verhalten der beiden Zweige 
der Punktion y in der Umgebung der Punkte a^, ag, «s? ^^4. 
Wir machen die Untersuchung für %, sie gilt genau so auch 
für %; a^y a^. 

Um a^ schlagen wir (Pig. 28) einen Kreis Ä, so 
beschaflfen, dass er die Punkte 
^2 9 ^S7 ^4 ausschliesst. Sein Radius 
sei B. 

Wir setzen 

dann werden alle Xy für die 9 < i? 
ist, innerhalb Ä liegen, d. h. x wird 
von ag, «3, «4 stets verschieden bleiben. 
Es wird innerhalb Ä 




yA(x — «2) (^ — «3) (^ — «4) 



=^yA(a—a^ + Qe'v)(a,-a^ + Qe'y'){a,'-a^ + Qe'v) = F(Q,q>) 

eine eindeutige Funktion von q, (p sein, die immer denselben 
Wert annimmt, sobald q seinen ursprünglichen Wert erhält 
und tp entweder wieder den ursprünglichen Wert erhält oder 
gleich 9? + 2n% wird, wo n eine beliebige ganze Zahl ist, 
d. h. es ist i^(p, 9? + 2wjr) = F(p, g?). Da dann x auch 
immer denselben Wert erhält, so ist auch F{fiy(p) = F^{x) 
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eine eindeutige Funktion von x. Sollte nämlicli F^ für 
irgend ein Wertepaar p, 9 und p, 9 + 2nn verschiedene 
Werte haben, so könnten sich die!äelben nur im Vorzeichen 
unterscheiden, da F^ eine rationale Funktion von x ist, 
daher müsste, wenn wir das 9 stetig von 9 bis 9 + 2nn 
ändern, notwendig für irgend ein q die Funktion F{q, 9) 
verschwinden (da sie nicht unendlich werden kann) um ihr 
Zeichen zu ändern. Da dieses der Voraussetzung nach über 
die zulässigen Werte q unmöglich ist, so kann JF(p, 9) auch 
nur einen Wert für jedes q und 9 + 2w3r besitzen. Es 

wird nun 

(p 

y==-e^Q^F{Q,qi) 
sich ergeben und wir wollen festsetzen, dass für 



X 



X, 



wird, imd 



Q = Qi} 9 = 9>i 



Vi 



Nun lassen wir 9 von 9 = 9^ 
ab sich ändern, indem wir x von 
a? =» a?! längs der ganz innerhalb 
Ä verlaufenden Kurve 6 (Fig. 29) 
sich bewegen lassen. Kehrt x 
nach Xi zurück, so wird nach 
diesem einzigen Umlauf des Punktes 
Fig. 29. Q = Q^j aber 9 = 9i + 2x, also 

X — ai = ()ie*<yi+2^) ^ g^^tp, ^x^ — a^ 

X = x^y wie es sein muss, hingegen wird 

. yi+2 ^ 




oder 



Pi*^(pi>9i + 2jr) 



-•9'i 



y e*>i*-F(Pi,9i); 

da e^* = — 1 ist, d. h. es wird y = — J/i» 

Umkreist daher die Variable x den Punkt a^ einmal, so 
erhält y den entgegengesetzten Wert. Erst wenn x noch 
eine zweite Umkreisung vollführt, wird j/ = — ( — j/j) = y^ 
den ursprünglichen Wert wieder annehmen. 
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In der Umgebung der Punkte a^, a^, a^, a^ ist also y 
keine eindeutige Funktion von x. Für alle andern Werte von 
0?, für wekJie y nicht verschwindet, ist die Fortsetzung von y aus 
dem einmal angenommenen Werte + y oder — y eine voll- 
ständig bestimmte und eindeutige. 

37. E« fragt sich nun ob man man diese Zweideutig- 
keit, welche bei unserer Funktion y auftritt, nicht durch eine 
passende Darstellung der Werte von x beheben könnte, 
indem aus dieser Darstellung ersichtlich wäre, dass x nur 
dann seinen ursprünglichen Ort erhält, wenn y seinen ur- 
sprünglichen Wert annimmt. 

Dieses ist in der That nach dem Vorgange von Biemann 
sehr leicht möglich*). 

Da für jeden Wert von x zwei Werte von y angenommen 
werden können, so denken wir uns für x nicht eine, sondern 
zwei Ebenen oder Blätter dicht untereinander gelegt, in 
denen wir die komplexe Variable x deuten. Jedem Werte 
X entsprechen also zwei Punkte: einer in der oberen Ebene 
X y einer in der unteren x\ Es sei nun Xq ein von »i, 02; ^3; ^4 
verschiedener Wert, dem die beiden Werte + Vqj — Vq ent- 
sprechen. Wir setzen fest, dass dem Punkte Xq in der 
oberen Ebene der Wert + Vo "^^ <^em Punkte x^ in der 
unteren Ebene der Wert — y^ entsprechen soll. Xq und x^' 
stellen den komplexen, Wert x^ dar. Bleibt nun x in der 
Umgebung 31' von Xq und daher der entsprechende Punkt 
x' des unteren Blattes in der Umgebung von Xq\ so wird 
die stetige Fortsetzung von y in eindeutiger Weise vor sich 
gehen und den Punkten der oberen Ebene wird immer + 2/; 
den darunter liegenden der zweiten Ebene — y entsprechen. 
Wird X den Punkt rr/, welcher in der Umgebung W von 
Xq liegt, umkreisen, ohne aus 31' auszutreten, so wird, wenn 
X seinen ursprünglichen Wert erhält, auch y den ursprüng- 
lichen Wert annehmen. Dasselbe gilt für die untere Ebene. 
In dieser Weise werden je zwei Punkten x und x' in der 
oberen und unteren Ebene, welche denselben Wert von x 

*) ,,GruDdlagen fi3r eine allgemeine Theorie der Funktionen 
einer komplexen veränderlichen Grösse/' Inauguraldissertation von 
B. Biemann. Sowie auch: Crelle^sches Journal Band 54, S. 101. 
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repräsentiren, die Werte + V ^^^ — y entsprechen. Die 
Zweige der Funktion y sind auf diese Art in der Umgebung 
des Punktes Xq auch in der Darstellung der Variablen x ge- 
trennt. Eine Schwierigkeit tritt für die Werte a? = a^, Og? ^tg, «4 
auf, für welche beide Zweige der Funktion gleich werden 
und welche man VerBweigungswerte nennt. 

Diese Schwierigkeit wird folgendermassen behoben: 
Nehmen wir den Punkt rp = aj. Da für diese beide Werte 
y null, also einander gleich werden, so lassen wir die ur- 
sprünglich getrennt verlaufenden Ebenen, in denen wir x 
deuten, daselbst zusammenhängen. Sei nun x^ ein Wert 
von Xf welcher so beschaffen ist, dass der Modul \x^ — a^\ 
kleiner sei als der Radius des Kreises Sj, der alle anderen 
Punkte «2; ^3; ^4 ausserhalb lässt, und seien x^, x^' die 
beiden Punkte (Fig. 30) in der oberen und unteren Ebene, 
welche diesen Wert repräsentiren und + y^ und — y^ die 
zugehörigen Werte von y. 

Wir umkreisen nun mit x, von a?/ ausgehend, den 
Punkt a^, ohne aus Äi hinauszutreten. Dabei wird, wenn x 

in die ursprüngliche Lage x^ kommt. 
y nicht den ursprünglichen Wert + Vi 
^ annehmen, sondern — j/^, d. h, den 
Wert, den wir dem Punkte x^' zuge- 
ordnet haben. Könnten wir es nun 
so einrichten, dass nach einmaliger 
Umkreisung von a^ der Punkt x nicht 
mit x^ , sondern mit dem darunter 
liegenden a?/' zusammenfällt, so hätten 
wir bewirkt, dass auch bei einmaliger Umkreisung von a^ 

die Funktion y eindeutig bleibt, 
da ja x^' mit a?/ der Lage in 
den Ebenen nach nickt iden- 
tisch ist. Das Verlangte ist aber 
leicht zu erreichen. Denken wir 
uns (Fig. 31) von a^ aus eine 
Gerade ö^ in beliebiger Richtung 
gezogen bis über Äj hinaus und 
längs dieser die beiden Ebenen 




Fig. 30. 




Fig. 31. 
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zerschnitten. Hierdurch erhalten wir vier Ränder. Nun ver- 
binden wir jeden Rand des oberen Blattes mit dem gegenüber- 
stehenden Rande des unteren Blattes^ wie nebenstehende Fig. 32 

im Querschnitte zeigt. Hierdurch ist ein 
^y^ Zusammenhang zwischen der oberen und 

VnurtsBüMU unteren Ebene längs der ganzen Linie "öj^ 
^^' **' bewirkt, derart, dass bei dem üeberschreiten 

dieser Linie man aus dem oberen Blatte stetig in das untere 
und umgekehrt gelangt. 

Umkreisen wir nun mit x von x^ ausgehend den Punkt a^. 
Sobald wir mit x an (Fig. 31) a^ kommen und es überschreiten 
wollen, treten wir in das zweite untere Blatt ein und ge- 
langen auf der punktirt gezeichneten Linie nach x^\ wo, 
wie wir wissen, der Wert — y^ stattfindet. Umkreisen wir 
von x(' weitergehend im unteren Blatte wieder den Punkt 
Ol längs der punktirten Linie, so werden wir, sobald der 
Punkt an die Linie ög gelangt, aus dem unteren Blatte in 
das obere geführt und gelangen bei Fortsetzung des Weges 
nach x( im oberen Blatte zum Werte + 2/i > was auch damit 
übereinstimmt, dass bei zweimaliger Umkreisung von a^ y 
den Wert + y^ erhält. 

Auf diese Weise ist die Zweideutigkeit von y in der 
Umgebung von a^ behoben und jedem Repräsentanten von 
X entspricht nur ein Wert von y je nachdem wir den x 
repräsentirenden Punkt im oberen oder unteren Blatte nehmen. 
Macben wir dasselbe für alle vier Punkte a^, a<^^ a^, a^, so 
wird hierdurch für x eine Darstellung erhalten, so beschaffen, 
dass jedem Punkte nur ein Wert von y zugehört. Um die 
Vorstellung des Zusammenhanges der beiden Blätter einfach 
zu gestalten, wählen wir die Linien ög, welche man auch 
Ver0weigungs8chnitte nennt und auf deren Verlauf es nur 
derart ankömmt, dass sie durch die Punkte a und bis 
über die Umgebung des Punktes hinausgehen, in spezieller 
Weise. 

Wir verbinden nämlich die Pimkte a^a^ und a^a^ durch 
Gerade und nehmen diese als Verzweigungsschnitte an. 
Man kann es stets so einrichten, dass die Strecke ä^^ von 
a^a^ nicht geschnitten wird. Längs der ganzen Strecke a^a^ 
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und <i^a\ hängt also das obere Blatt mit dem untereU; gegen- 
überliegenden zusammen, um die Punkte «j, a^, «g, a^ 
windet sich die aus den beiden zusammenhängenden Blättern 
bestehende Fläche nach Art einer sehr niedrigen Schrauben- 
fläche herum, diese Punkte heissen 
daher auch Windungspxmkte. Die ganze 
Fläche, auf welcher wir nun x zu 
deuten haben, heisst Biemann'sche 
Fläclie der Funktion y. 

Wir können sagen: unsere Funk- 

*'^^* ^^- tion y ist eine eindeutige Funktion von 

X auf der eben honstruirten Riemann' sehen Fläclie. Sobald x 

auf derselben einen geschlossenen Weg beschreibt, so erhält 

auch y denselben Wert. 

Da für grosse Werte x , . , y zwei verschiedene Werte 
annimmt, so verlaufen im Unendlichen die beiden Blätter 
der Riemann'schen Fläche getrennt von einander, es hängt 
das obere mit den oberen, das untere mit dem unteren zu- 
sammen und wir können daher sagen unsere Biemann'sche 
Fläche hängt vollständig zusammen, wenn wir o? = oo eben 
als einen Punkt im oberen Blatte für den y = -{- oo wird 
und einen zweiten im unteren Blatte für den y == — cx> wird, 
deuten. Hierdurch ist das von der Darstellung der kom- 
plexen Variablen x Verlangte vollständig geleistet. 

38. Es tritt aber hier etwas auf, was von Bedeutung 
für das Folgende wird. Man sagt: Eine oder mehrere ge- 
schlossene Linien C begrenzen auf einer Fläche T einen Theil 
derselben vollständig^ wenn es unmöglich ist, aus diesem 
Theile ohne üeberschreitung der Linien C an den Rand der 
Fläche (wenn dieselbe einen besitzt) oder in einen anderen 
Theil derselben zu gelangen. Sind p und p einander gegen- 
überliegende Punkte der Ufer von C, so werden dieselben 
verschiedenen Theilen von T angehören, die G begrenzt. 
Kann man von p sowohl als von p' an den Band der Fläche 
kommen, dann begrenzen die Linien C für sich allein ge- 
glommen keinefi Theil vollständig. Oder auch, kann man von 
p nach p' auf einer Linie, die innerhalb T verläuft, gelangen, 
ohne C oder irgend einen Band von T zu überschreiten, 
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SO begrenisen die Linien C sicherlich keinen Theil von T 
vollständig. 

So begrenzt ein Kreis auf der Kugel jede der beiden 
Calotten vollständig; hingegen begrenzt ein Meridiankreis 
eines Torus keinen Theil desselben vollständig, denn ein 
Parallelkreis desselben führt von einem Uferpunkte zu dem 
gegenüberliegenden, ohne ersteren zu übersehreiten. Auch 
begrenzen beide zusammen, als Linien C aufgefasst, keinen 
Theil des Torus vollständig. Wohl aber begrenzen zwei 
Meridiankreise zusammengenommen einen Theil vollständig. 
Jede geschlossene Linie in der Zahlenebene, auf der wir die 
komplexe Grösse deuten, begrenzt ebenfalls einen Theil 
dieses Gebietes vollständig. Anders ist es bei unserer aus 
zwei Blättern bestehenden Riemann'schen Fläche. Zieht man 
eine geschlossene Linie, welche keinen der Punkte «i, «2» %> ^4 
einschliesst, so begrenzt, wie man sieht, diese den Theil, den 
sie einschliesst, vollständig. Denn schneidet man längs dieser 
Linie, welche ganz in einem Blatte verlaufen muss, die 
Fläche durch, so fällt das Innere heraus, ein Beweis, dass 
es mit der übrigen Fläche nicht zusammenhängt und man 
also aus dem Inneren nicht hinausgelangen kann, ohne die 
gezeichnete Linie zu überschreiten. 

Ziehen wir aber die Kurve Ä, welche ganz im oberen 
Blatte verläuft, und welche die Punkte 
^1? ^2 (^^8* 3^) einschliesst, dann begrenzt 
diese keinen Theil der Fläche vollständig. 
Denn man kann von einem Punkte w, 
der auf der einen Seite des Randes von 
Ä liegt, zu dem gegenüberliegenden in 
des anderen Randes gelangen, ohne Ä 
zu überschreiten, längs des Weges 
mnotn, welcher bei n ins untere Blatt 
tritt und bei aus diesem wieder ins obere. Da Ä blos 
im oberen verläuft, so trifft mnom' die Linie Ä nicht. 

Durchschneiden wir also längs Ä das obere Blatt, so 
bleibt die Fläche noch zusammenhängend, und durchschneiden 
wir die Fläche längs der Linie mnom, so bleibt sie auch 
noch zusammenhängend, denn geht man von m am inneren 
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Fig. 35. 



Rande von A fort; so gelangt man notwendig an das gegen- 
überliegende Ufer des Schnittes mnom\ was beweist, dass 
die Fläche noch zusammenhängt. 

Wir denken uns nun die Fläche T längs der gezeichneten 
Linien A und B durchschnitten , so dass ein üeberschreiten 
des Randes nicht möglich ist. Die so erhaltene Fläche T 

hängt zusammen in allen ihren Theilen 
und ihre Begrenzung besteht aus einem 
Zuge mnopqrstuvwxm. In dieser 
x^;o Fläche T' begrenzt jede geschlossene 
Linie G einen Theil vollständig; schnei- 
det man also T längs G durch, so 
fällt dieser Theil aus. Denn eine solche 
Linie G kann entweder blos in einem 
Blatte verlaufen, dann ist das besagte 
von vornherein klar, oder sie kann durch beide Blätter 
laufen; dann kann sie entweder nur einen der Punkte a ein- 
schliessen und sich also in Form einer Spirale (Fig. 36) um 

, ., diesen herum winden. Durchschneidet man 

längs dieser T', so fällt der Theil, welcher 
a enthält, hinaus, daher begrenzt G diesen 
Theil vollständig. Oder G umschliesst 
mehrere Punkte a, dann muss sie parallel 
dem durch die Schnitte A, B entstandenen 
Rande verlaufen und beim Durchschneiden längs derselben 
fällt also ein Theil ab, d. h. G begrenzt einen Theil 
vollständig. 

Jede geschlossene Linie D auf unserer Fläche T, die 
also längs A und B noch zusammenhängt, begrenzt ent- 
weder für sich allein oder in Gemeinschaft mit A und B 
einen Theil von T vollständig. Denn würde D diess nicht 
thun, so könnte man von einem Punkte p (Fig. 37) am inneren 

Rande zu dem gegenüberliegenden Punkte |>' am 
äusseren Rande von D auf einer in T ver- 
laufenden und A, By D nicht schneidenden 
Linie L gelangen. Durchschneidet man nun 
T längs A und B, so treffen diese Schnitte 
i<ig. 37. L nicht, und man kann daher längs D fort- 
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gehend^ sothigenfalls an den Rand von T weiterschreitend*) 
von einem Ufer von L zu dem anderen gelangen, d. h. L 
ist eine geschlossene in T verlaufende Linie, die für sich 
allein genommen keinen Theil von T vollständig begrenzt, 
was, wie wir zeigten, nicht stattfinden kann. Es muss also 
jede geschlossene Linie D in T für sich allein oder mit A 
und B zusammengenommen eignen Theil von T vollständig 
begrenzen. 

Hieraus folgt aber, dass wir auf unserer Fläche T nicht 
mehr als zwei geschlossene Linien finden können, die für sich 
souhMj cds zusammengenommen keinen TJieil der Fläche voll- 
ständig begrenzen. Denn seien -4.', B\ C irgend drei Linien, 
welche keinen Theil von T weder für sich noch zusammen- 
genommen vollständig begrenzen. Dann kann man von dem 
Randpunkte |> (Fig. 39) von^' zu dem gegenüberliegenden ^ auf 
einer Kurve L gelangen, welche A in 
m schneiden möge, die aber B\ C 
nicht tri£Et, was nach der Voraus- 
Setzung, dass A\ B\ C keinen Theil 
von T vollständig begrenzen, stets 
möglich ist. Durchschneidet man nun 
T längs Ay B\ C\ lässt aber längs 

A' den Zusammenhang bestehen, so kann die Fläche durch 
diesen Schnitt längs A nicht zerfallen; denn die Linie L, 
welche bei pp die Kurve A' übersetzt, führt von einem 
Randpunkte m zu dem gegenüberliegenden, ohne einen der 
entstandenen Ränder zu überschreiten, da sie B' und C 
nicht schneidet, daher werden J., B' C auch keinen Theil 
der Fläche vollständig begrenzen. Verfährt man nun auch 
so mit B und JB', so sieht man, dass auf Grund der Voraus- 
setzung auch Ay By C zusammengenommen keinen Theil 

*) Es könnte nämlich D von JL in a geschnitten werden und 
hierdurch würde beim DurchBchnitte der Punkt a (Fig. 38) in die yji 
Ponkte a', a ' auf entgegengesetzten Ufern von Ä getrennt y^ 




werden. Da man aber längs des Eandes von T', der eine 
einfache zusammenhängende Linie ist, von a" ausgehend 
sicher nach a gelangen kann, so kann man auch von 
jedem Punkte der Linie D aus diese durchlaufen, ohne den ^' 
Band von T' zu überschreiten. 
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der Fläche vollständig begrenzen können, was nicht angeht. 
Daher können auf T nicht mehr als zwei geschlossene Linien 
existiren, welche weder einzeln noch zasammen keinen Theil 
der Fläche vollständig begrenzen. Mit jeder weiteren ge- 
schlossenen Linie begrenzen dieselben dann notwendig einen 
Theil vollständig. 

Existiren auf einer Fläche n geschlossene Kurven, welche zu- 
sammengenommen keinen Theil derselben vollständig begren- 
zen, welche aber im Vereine mit jeder anderen geschlossenen 
Linie einen Theil vollständig begrenzen, so heisst die Fläche 
nach Biemannn-f- 1-fach zusammenhängend. Unsere Fläche 
T ist also dreifach zusammenhängend, die Fläche T' ist ein- 
fach zusammenhängend. Die Fläche T kann aber .auch nicht 
durch mehr als zwei Schnitte, z. B. längs A und J?, in eine 
einfach zusammenhängende verwandelt werden; deim wie wir 
eben zeigten, existiren höchstens zwei Linien, welche zu- 
sammengenommen noch keinen Theil vollständig begrenzen, 
mit denen aber zusammengenommen jede dritte einen Theil 
von T vollständig begrenzt. Zerschneidet man also T längs 
allen drei Linien, so muss ein Theil herausfallen. 

Die vorstehenden Betrachtungen bezogen sich blos auf 
unsere geschlossene Fläche T, lassen sich aber ohne weiteres 
auf berandete Flächen beliebigen Zusammenhanges erweitem, 
worauf aber nicht eingegangen werden soll*). 

*) Vergleiche: Eiemann: 1. c, Neumann: Theorie der Abel- 
sehen Integrale. Dar^ge: Elemente der Theorie der Funktionen einer 
komplexen Variablen, u. a. 
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39. Auf unserer Fläche T haben wir x gedeutet und 
jedem Punkte auf derselben entsprach ein bestimmter Wert 
von X und y. 

Wir sagen: JEs ist y eine eindeutige Funktion des 
Ortes auf der Riemann^sehen FläcliCj indem wir unter Ort 
einen Funkt der Fläche verstehen, dem ein bestimmter Wert 
der komplexen Variabein x zugehört, dem aber auch ein be- 
stimmter Wert y entspricht. Ist nun R(xy) eine beliebige 
rationale Funktion von x und y, so wird diese auch eine 
eindeutige Funktion des Ortes auf unserer Biemann'schen Fläche 
sein, denn jedem Punkte derselben ist ein bestimmtes x und 
y zugeordnet, also auch ein bestimmter Wert von R{xy). 
Auf der Riemann*schen Fläche T der Funktion y ist also jede 
rationale Funktion von x und y eine eindeutige Funktion des 
Ortes. Wir werden später die Umkehr dieses Satzes beweisen 
(vgl. 44, S. 174). 

Betrachten wir nun das Integral 



X 

rdx 



w 

SO ist dieses auf T keine eindeutige Funktion des Ortes mehr, 
wohl aber auf der zerschnittenen Fläche T. Denn auf T' 
bildet jede geschlossene Linie die vollständige Begrenzung 
eines Theiles der Fläche T\ auf derselben ist ferner y eine 
eindeutige Funktion von x. Erstrecken wir daher das Inte- 
gral w einmal längs des Weges x^aXy das anderemal längs 
x^bXy so wird die geschlossene Linie x^axbx^ einen Theil 
der Fläche vollständig begrenzen und durch stetige Aenderung 
innerhalb dieses Theiles kann man den Weg x^bx in den 
Weg x^ax überführen. 
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Es tritt nur ein Bedenken auf, nämlich das, dass bei 
dieser üeberführung einer der Punkte a^, ag, Og, a^ für den 
y = wird oder der Punkt a: = cx) überschritten wird. Wir 
sahen aber (Einleitung 14, S. 39), dass ein Punkt, für den der 
Integrand unendlich wird, immer vom Integrationswege über- 
schritten werden kann, wenn das geschlossene Integral 

Jf{x)dx = 

a 

ist. Dies triflft aber für die Punkte a^, a^, a^, a^ zu. Denn 

setzen wir z. B. 

X — a^ = Qe'V 

und halten q konstant, so ist 

y = Q^e ^ F(x), 
wo F(ai) endlich ist. 
Es wird 

yo + ÄTT _.<SP 

Y~^J F(x) y 

d. h. das geschlossene Integral wird unendlich klein ^ sobald 
Q unendlich klein wird und ist mithin null. Wir können 
daher mit dem Integrationswege einen solchen Punkt über- 
schreiten. 

Aehnliches gilt für den Punkt x = oo^ denn es ist 



f- 



y 

<x> 

Setzt man nämlich 

X 



0. 



y' = yÄ(l - a,x'){l - a,af)(l - a,af){l - a^x'), 

so wird 

dx dx 

und da für x = oo . , .x' = ist, so folgt 



fdx' Cdx 

J T J y 

<» 
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Es ist aber y für a:' = endlich und von Null verschieden, 
daher 



J y 



Nehmen wir nun das Integral 



X 



{x) = f^ 

J y 



innerhalb T auf irgend einem Integrationswege von x^ nach 
X hin erstreckt^ so kann bei Abänderung des Integrations- 
weges innerhalb T der Wert des Integrales sich nur um von 
X unabhängige Grössen ändern, die von der Form des Inte- 
grationsweges abhängen. Denn da 

d w(x) 1 

dx y 

eine eindeutige Funktion des Ortes auf T ist, so wird stets 

— ~ — denselben Wert haben, wie immer wir die Variable 

von Xq nach x führen, und folglich können sich die ver- 
schiedenen Werte von w{x) nur um Grössen unterscheiden, 
die von x unabhängig sind. 

Wir wollen nun zeigen, dass alle diese Grössen sich als 

ganzzahlige Vielfache zweier bestimm- 
ter Konstauten darstellen lassen. 
Wir wissen, dass 




w{x) 






a?o 






Fig. 40. 



innerhalb der zerschnittenen Fläche 
T' eine eindeutige Funktion des Ortes 
ist, also unabhängig von dem Inte- 
grationswege, der für x vorgeschrie- 
ben ist. Es sei w{m') und w{m) 
der Wert von w{x) in zwei Punkten nty m von T (Fig. 40), 
die einander gegenüber auf den Ufern von A liegen, die 
gleichsam als die Punkte aufzufassen sind, die aus einem 
.Punkte der Linie A durch Zerschneidung entstanden sind. 



BoBEK, eil. Funktionen. 



11 
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Da der Wert des Integrals w{m") von dem Integrationswege 
innerhalb T' unabhängig ist; so können wir das Integral 
w{pc) von Xq nach m und von da nach m" führen und er- 
halteU; wenn wir als letztem Integrationsweg mn^n^n^n^m' 
wählen^ 



wo w{mn^ das von m nach n^ erstreckte Integral ist. Da 

nun j im m' und m denselben Wert besitzt, so wird das 

Integral, von m nach n^ erstreckt, denselben Wert haben, 
wie das von m" nach n^ hin erstreckte und daher ist 

Es folgt somit aus der obigen Gleichung 

für alle Punkte m, m\ die einander auf den Ufern von A 
gegenüberliegen. 
Wir setzen 

B 

indem wir das Integral längs der geschlossenen Linie B im 
Sinne n^n^n^n^ hin erstrecken und n^ mit n^ zusammenfallend 
denken. 

Wenn wir also unserer Variabein x erlauben, von m' 
nach m' über A hinüber zu gehen, d. h. wenn wir x in T 
variiren, so wird bei diesem üeberschreiten sich w{pc) plötz- 
lich um G ändern. 

Es ist klar, dass bei dem üeberschreiten der Linie A in 
entgegengesetzter Richtung von m' nach m sich w{x) plötz- 
lich um — C ändert. Aehnliches gilt für das üeberschreiten 
der Linie B von p nach p\ Setzt man 



w{n^m'n)^j^ = C^, 



so wird 

Aendert sich also x in T, so wird bei dem üebertritt des 
X von p nach jp" sich das Integral plötzlich um C^ ändern« 
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Da sonst die Äenderung von w{x) in T und T' dieselbe 
ist^ so erhalten wir das Resultat: 

Ist to(x) der Wert des Integrals von x^ nach x innerhalb 
T auf irgend einem Wege J erstrecit und w^ (x) der erlangte 
Wert auf irgend einem Wege J^ innerlialb T, so wird 

w(x) = tv^(x) + nC + WjCi , 

t€0 n und n^ ganze Zahlen sind. 

Es möge J^ die Linien A und JB resp. m -|- m^ und 
m 4" Wi'mal schneiden und zwar, wenn wir J^ von Xq nach 
x durchlaufen, m resp. rnm^il in positiver, m^ resp. w/ mal 
in negativer Richtung, wobei wir unter positiver üeberschrei- 
tungsrichtung die im Sinne der Pfeile der Fig. 40 verstehen. 

Wollen wir den Weg J^ nun so in J^ abändern, dass 
er auch in T intakt bleibt, also beim 
Zerschneiden von T nicht in getrennte 
Theile zerfallt, so müssen wir bei jedem 
üeberschreitungspunkte von s nach t 
(Fig. 41) den Weg ss^s^s^sj^ hinzufügen, 
wobei also u}{x) um G oder C^ wächst, 
wenn die Ueberschreitung von A resp. 
B in positiver Richtimg stattfand oder 
um — Cy — (7i, wenn diese üeberschrei- 
tungen in negativer Richtung erfolgten. 

Hierdurch wird aber w^{x) den Wert 

w^{x) + {pi — m) C + (^1 -— m^)C^ 

erhalten auf J^ und da J^ auch in T zusammenhängend 
Weiht, so muss dies derselbe Wert sein, den w{x) auf J er- 
liält, da w{x) in T eindeutig ist, also ist 

w{x) = iv^ (x) + nC + WiCj. 

Wir wollen C und Cj die Elementarperioden des Inte- 
grals w{x) nennen und nC -\- n^C^ die Konstante, um die 
sich überhaupt die Werte von w{x) in einem Punkte von T 
unterscheiden können, sollen Perioden des Integrals heissen. 
Dann ersehen wir, dass alle . Perioden des Integrals w{x)ganz- 

zdhlige VielfacJie der Elementarperioden C und C^ sind. 

11* 
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40. Wir wollen diese Konstanten ^'C und C^ näher be- 
trachten. Es ist 






das Integral in der Richtung des Pfeiles (Fig. 42) erstreckt. 

Da aber die Linie B^ genau in der- 
selben Weise von einem Ufer von Ä 
zu dem entgegengesetzten ftlhrt, so ist 

auch 

rdx 




c 



Nun lassen wir B^ aus der Geraden 12, 
dem kleinen Kreise 234, der Geraden 
45 im unteren Blatte von T und dem kleinen Kreise 561 
bestehen. Dabei setzen wir voraus, dass 4 unterhalb 2 und 

5 unterhalb 1, also die ganze Gerade 45 unterhalb 21 liege. 
Es wird also 

2 6 

n f*\dx , i*dx , l\dx , Cdx 

1 234 4 561 

Die Integrale längs der kleinen Kreise 234 und 561 sind mit 
dem Radius dieser Null als Integrale um den Punkt o^ resp. 
«3, wie wir S. 160 sahen. 

In zwei untereinanderliegenden Punkten der Geraden 12 

und 45 wird y gleiche, aber entgegengesetzt bezeichnete 
Werte besitzen. Ist also y der Wert für x im oberen und 
y im unteren Blatte, so wird 

dx dx 

also 2 4 

/*| dx /*| dx 

1 5 

wobei das erste Integral im oberen, das zweite im unteren 
Blatte zu erstrecken ist. Es wird mithin 

2 5 



/*| dx /*! dx 

J ly—j ly* 
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Lässt man nun 1 und also auch 5 mit a2j sowie 2 und 4 
mit 03 zusammenfallen, so wird 



a~ 



wobei das geradlinige Integral im oberen Blatte zu er- 
strecken ist. 

Genau so verfahren wir mit 



^--/y 




Fig. 43. 



Wir ersehen, da C^ auch das 
Integral erstreckt längs 1234 5 61 
ist, wobei 5 resp. 4 unterhalb 1 resp. 
2 liegen sollen (Fig. 43). 

Also ist 

8 5 

1 234 4 561 

und da genau so wie früher 

2 5 

J*i dx /*! dx 

1 4 

folgt, und wenn wir 1 und 2 mit a^ resp. «g zusammenfallen 
lassen, die Integrale längs 2 34 und 5 61 also verschwinden, 
so ergiebt sich 



C, 



Ol 



das Integral im oberen Blatte links von der Geraden a^a^ 
hin zu erstrecken. 

41. Wir hätten unsere Riemann'sche Fläche T durch 
irgend zwei andere dieselbe nicht zerstückelnde Schnitte Ä\ 
B' in eine einfach zusammenhängende T^ verwandeln können 
und hätten dadurch zwei andere Konstanten 



^f i dx ^, i dx 

B' A 



als Elementarperioden erhalten. 
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Nuu sahen wir aber S. 157, dass man eine der Kurven 

z. B. B' immer durch B ersetzen kann, 
d. h. dass die Kurve B' genau so von 
einem Ufer von A zu dem gegenüber- 
liegenden führt, ohne A weiter zu 
treffen, wie jB und also ist C' = + C 
je nach dem Sinne, in dem B' durch- 
laufen wird. Dann wird aber A' durch 
A ersetzbar und also auch C/=+(7i. 
So z. B. kann A (Fig. 44) ersetzt 
werden durch A' auch dem Sinne 
nach, da sie in derselben Weise B überschreitet, d. h. es ist 

rdx Cdx p 

A Ä 

oder mit Rücksicht auf den in 40 gefundenen Wert, dem 
sich ein analoger für A' an die Seite stellt. 




Fig. 44. 



02 O4 

/*| dx C\ dx 

J I y j I Y 



«1 «1 

beide im oberen Blatte, das erste links, das andere rechts 
von der Geraden hin erstreckt. 

Ebenso hätte man B durch B\ diese im entgegen- 
gesetzten Sinne des Pfeiles (Fig. 44) ersetzen können, woraus 
dann 

«4 



r\dx r\dx 

J ' y j I y 



«2 



a. 



folgt, beide Integrale im oberen Blatte, das erste rechts, das 

zweite links von der Geraden hin erstreckt 

Hieraus ersehen wir aber, dass, wenn 

wir die ursprüngliche Eiemann'sche Fläche 

statt mittels der Verzweigungsschnitte a^ a^ 

und a^a^ zu bilden, mit Hilfe der Schnitte 

a^a^ und a^a^ (Fig. 45) herstellen, dadurch 
die Elementarperioden für die nun etwa 
auftretenden Kurven A\ B' die Werte 
C^ == — C und C = — Ci erhalten. 




Fig. 45. 
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Wir sehen also^ dass die Elementarperioden unabhängig 
sind Yon der Art der Zerschneidung von T ebenso wie von 
der Art, wie wir die Verzweigungsschnitte in T annehmen, 
wesentlich nur von den Werten %, a^y Og, a^ abhängen. 

42. Die Funktion 





w{x) «=» / 



dx 



yA{ic — a{){x — a^)(x — as)(x — aj 



Xo 



wird, wie wir gleich zeigen werden, für Iceinen Wert von x 
unendlich und heisst „ein überall endliches IntegraV' auf der 
ßiemann'schen Fläche T, welche zu der Funktion 

y = yÄ(x — ai){x — c^){x — as){x — aj 
gehört. 

w(x) könnte unendlich werden für x = ai, a^y a^, a^ 
oder für x = oo. Für alle anderen Werte verhält sich der 
Integrand regulär und kann w{x) daher nicht unendlich 
werden. 

Es sei X in der Umgebung von a^ gelegen. Wir neh- 
men Xi ebenfalls in der Umgebung von a^ an und schreiben 

Xi X 

f V Cdx , Cdx 

Xq «Tj^ 

wo der Integrationsweg des zweiten Integrals ganz in die 
Umgebung von a^ fallen soll. Da das erste Integral jeden- 
falls endlidi ist, sobald wir voraussetzen, was wir thun wollen, 
dass der Integrationsweg durch keinen der Punkte o>i,(i2,a^, 
a^ oder c» führt, in denen wir das Verhalten noch nicht 

X 

/'dx 
— auf seine Endlichkeit zu 
V 

X, 

untersuchen übrig. 
Wir setzen 



so ist B endlich. Da die Funktion 

1 



yA{x — a^){x — a^){x — aj 
für X = üi endlich und von Null verschieden ist, ebenso ihre 
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Differeutialquotienten, so können wir dieselbe nach dem 
Taylor'schen Theorem entwickeln und erhalten für die Um- 
gebung von a^ 

^ - = -B + B,{x - aO -] 

und daher wird 

1 1 



^ {X- a,)* 



[^ + ^i(^-«,) + 






wobei es gleichgiltig ist , welchen Wert von Yx — a^ wir 
nehmen. Es wird dann 

wenn N die Integrationskonstante ist. 
Indem wir 
0^N+ 2B{x, - aji + iB,{x, - a,)^ + • • • 

setzen; wodurch N endlich und bestimmt ist^ da x^ in der 
Umgebung von a^ liegt, sehen wir, dass 



X 

dx 



J^^N+ 2B{x - a,)i+ ^B{x - a,)i + ■ • 



wird; und dass daher 



'I7 

ax -.-r 

— =* iV 
V 

X. 



a 

J 



endlich ist. Dasselbe gilt fQr a^, a^^ a^. 

Für a; = 00 betrachten wir das Integral vor Allem för 

sehr grosse Werte von x, für welche also x nicht mehr die 

Werte a^; «2; a^, a^ annehmen kann. Wir setzen zu diesem 

Behufe 

1 



X ' 



dann wird x' sehr kleine Werte annehmen. Wir führen 
femer den Integrationsweg in T von x^ nach x in bestimmter 
WeisC; dann wird sich auch x' in bestimmter Weise von Xq 
bis X ändern. Es wird nun 
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dx 


dx 

X*' 




yA(x a^){x a^){x a^)(x 






yA{\ a,x){l 


- «4«') 


also 

dx 


X* 

dx 


} 


l/^(a; — a^){x — a^){x — a^){x — oj 

ax.A^ ■ 




1/4(1 -a.a;')(l 
und daher 


-a,x)(\ -a,x){l - 


- «4«')^ 


X 


- Og) {X a^) 
dx 





yÄ\l — aiX){i — a^x){l — a8a;')(l — a^i') ' 

Xo 

wenn x' den Weg beschreibt, der ihm vermöge der Be- 
ziehung X = —i zukommt. Aus der Gleichung sieht man 

aber ohne weiteres, dass w{x) für x ==^ oo oder rc' == end- 
lich bleibt, da das zweite Integral sich in der Umgebung von 
a;' «= ganz regulär verhält. 

43. Da das Integral w{x) eine Funktion der komplexen 
Yariabeln x ist, so wird durch dasselbe die Zahlenebene oder 
die Riemann sehe Fläche, auf welcher wir x deuten, konform 
auf die Ebene, in der wir w deuten, abgebildet. Bei dieser 
Abbildung bleiben die Winkel im Allgemeinen erhalten und 

nur für die Werte, für welche ;, - = oder cx) ist, findet eine 

d X 

Ausnahme statt. Nun wird -=— =00 nur für x = a^j ötg, Og, a^. 

CL X 

Untersuchen wir daher die Abbildung der Umgebung von a^ 
der Riemannschen Fläche auf die Ebene von w. Wie wir 
eben sahen, ist 

wenn für x=^a^.,.w=Wa^ wird. Es entsprechen. also jedem 
X zwei Werte von Wy aber diese Werte von w kommen in 
der Umgebung von Wa^ miteinander nicht in Kollision, son- 
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dern haben auf der schlichten Ebene um Wai herum Platz; 
denn die beiden Werte sind 

^2 -^a, {x - a,)^[2B + ^B,{x - %) + ..■} 

und liegen also (Fig. 46) stets diametral einander gegenüber 
in Bezug auf Wa^. Daher wird jedem Werte to y«v 

in der Umgebung von Wa^ ein ganz bestimmter ^ /m^^ ^ 
Wert von {x — «j) entsprechen und dem diame- '^' 
tral gegenüberliegenden Wert w wird derselbe **»«• ^• 
Wert (x — «i) entsprechen, nur wird 

w — Wa,= {x — a,)^2B + ^B^{x - aj + ...} 

w- Wa, {x- a,)^[2B + ^B,{x - aj + ...} 

sein^ d. h. ordnet man dem Punkte w den Punkt x im oberen 
Blatte der Riemann'schen Fläche zu, so wird w dem Punkte 
X im unteren Blatte entsprechen, da für diesen y, also auch 

yx — a^ das entsprechende Vorzeichen besitzt. Mit anderen 
Worten: Die Umgebung von a^ in den beiden übereinander- 
liegenden Blättern der Biemann^schen Fläche wird auf die 
schlichte Umgebung von Wa, durch das Integral w abgebüdd. 
Es hört in dem Punkte x = a^ f ür m; = Woj die isogonale 
Abbildung auf und zwei Werten von x und x\ für welche 

a^x und a^x den Winkel (p miteinander bilden, entsprechen 

die Werte w und w\ so dass Wa,to und Wa^w' den Winkel 

-~ bilden. Denn setzt man 



X — Ol 
X 



— «1 ' 

so wird in erster Annäherung 



W — W„ (p 



w — w„ 



"' =e-r, 



da man für sehr kleine Werte 

w — Wa^== 2B(x — aj^ 
setzen kann. 

Hieraus ergiebt sich, dass der Winkel 

{u/Wa,w) = i^(xaix) 
isi 
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Da ferner 



du) 



, — = — nur null werden kann für x= oo, 
ax • y ' 

so könnte noch dieser Wert eine Ausnahmsstelle geben. Wir 
sahen aber (S. 169), dass sich für die Umgebung der Stelle 
x = <x> das Integral ganz regulär verhält, also, dass die Um- 
gebung dieses Punktes mit Erhaltung der Winkel auf die 
Umgebung eines bestimmten Punktes w abgebildet wird. 

Wir denken uns nun (Fig. 47 a) die lüemann'sche Fläche 
längs der Kurven Ä und B durchschnitten, so dass wir aus 





») 



Pig. 47. 



b) 



jeder Kurve Ä und B die beiden Begrenzungslinien Ä^A^ und 
Bj^B2 erhalten, die zusammengenommen die ganze Begrenzung 
von I^ bilden. Wir setzen voraus, dass w im Punkte m^, welcher 
der Schnittpunkt der Begrenzungslinien Ä^B^ ist, den Wert 
Wi haben soll, dann ist der Wert von w; in m^ gleich Wi"\-C. 
Lassen wir nun x die Linie Äi durchlaufen, so wird w von 
Wi aus irgend eine Kurve Ä^' beschreiben (Fig. 47 b) und 
nach W2 gelangen, wenn x nach m2 gelangt. Denken wir 
uns gleichzeitig mit x, welches längs Ä^ läuffc, einen Punkt 
X verbunden, welcher längs A2 läuft, so dass entsprechende 
Punkte X und x gerade einander gegenüber am Rande lie- 
gen, so wird w{x) auch eine Linie Ä^ durchlaufen, die aber 
derartig mit A^ im Zusammenhange steht, dass die Punkte 
w(x) und w{x') gerade immer um G von einander abstehen. 
Wird X nach m^y also x' nach m^ gelangen, so hat w 
den Wert w^ resp. Wg erhalten, und es ist die Strecke 

^1^4 = w^Wq = C 
nach unserer geläufigen Deutung der komplexen Grössen. 

Von mg, wo wir mit x anlangten, durchlaufen wir 
(Fig. 47 a) nun die Linie mgngmg, wodurch to (Fig. 47 b) 
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irgend eine von W2 nach w^ gehende Kurve jB^' beschreibt. Der 
Punkt x' wird gleichzeitig die Kurve jB*oder miW^m^beschrei- 
ben, also w' eine Kurve B^', deren entsprechende Punkte um 
die Konstante Cj von denen von B^ entfernt sind. Es ist 



Hierdurch ist die Begrenzung ^1111^2^2 ^3 ^3*^4 ^4% ^^^ 
Fläche T' in den Zug tOiW^w-^w^Wi in der w?- Ebene abge- 
bildet. Dieses krummlinige Parallelogramm ist nun das Bild 
der zerschnittenen Riemann'schen Fläche T\ Denn da auf 
T' das Integral w nicht unendlich wird, so kann die Ab- 
bildung von T mittels w den Punkt w = 00 nicht enthalten, 
und das Bild muss eine zusammenhängende Begrenzungslinie 
haben gerade so wie T\ 

Die Punkte «<;«,, Wa^, Wa^, Wa^^ die den Punkten «i, ag, %, a^ 
von T' entsprechen, sind ganz gewöhnliche Punkte der w;-Ebene. 

Die Winkel des krummlinigen Parallelogrammes w^w^w^w^ 
müssen zusammengenommen 4 Rechte geben, denn sie geben 
zusammengenommen die isogonale Abbildung der Umgebung 
des Punktes m, welcher zu den vier Zipfeln m^, m^y Wg, m^ 
in T' wird, und der Punkt m ist ein ganz gewöhnlicher 
Punkt von T, es wird also seine Umgebung mit Erhaltung 
der Winkel abgebildet. 

Denken wir uns nun die Fläche T unzerschnitten, aber 
die Linien A und B markirt. 
Wenn wir mit x dann A über- 
schreiten, so wird w nicht mehr 
im Parallelogramm Wy^w^w^w^ lie- 
gen, sondern, da man mit x in 
T' an die Linie A^ gelangen 
würde und über dieselbe hinaus- 
tritt, so wird w die Linie A^ in 
der Richtung des Pfeiles (Fig. 48) 
überschreiten und wenn wir nun 
wieder T' abbilden wollen, so 
müssen wir von m^ d. h. auf der 
i(;- Ebene von w^ anfangen und ^^^' 

erhalten das Parallelogramm w^w^w^w^j welches sich an 
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das erste Witv^to^w^ längs w^w^ anlegt, und diesem kon- 
gruent ist. Analog wird bei Ueberschreitung von B in. T 
die Abbildung von T' ein Parallelogramm w^w^w^'w^' lie- 
feru; das dem ersten kongruent ist 

Neben das Parallelogramm w^^w^w^w^ wird sich nun wie- 
der längs w^w^ ein anderes legen, welches auch w^w^'w^'w^ 
längs w^'w^ anliegt und dieses nicht überdeckt. Denn da 
um w^ sich die Winkel U)^y w^j w^ des ersten Parallelo- 
grammes lagern, so werden dieselben, da ihre Summe vier 
Rechte ist, gerade die Umgebung von w^ erschöpfen und die 
vier kongruenten Parallelogramme lagern sich also lückenlos 
um u^s herum. 

Auf diese Art erhalten wir die Biemann'sche Fläche T 
mif unendlich viele Parallelogramme in der Ebene w abgebildet 
und diese lagern sich lückenlos so nebeneinander, dass sie 
die ganze tt;-£bene überdecken. Hierbei wird auf jedes der- 
selben die Biemann'sche Fläche T vollständig abgebildet. 

Nennt man Werte von w?, welche von einander nur um 
ganzeoMige Vielfache von C und G^ verschieden, sich einander 
kongruente Werte, so liegen die zu dem Punkte w kongruenten 
Punkte jeder in einem anderen Parallelogramm und alle die 
Punkte kommen zur Deckung, sobald man die Parallelo- 
gramme alle aufeinander legt. Solchen Werten von w ent- 
spricht derselbe Punkt der Biemann'schen Fläche, d. h. der- 
selbe Wert von x und y. 

44. Betrachten wir nun in 



w 



X 

dx 



J y 



w als unabhängige Variable, dann wird das Integral x und 
zufolge 

y = yÄ(x — ai){x — a2)(x — a^){x — a^) 

auch y als Funktion von w definiren. Wir setzen 

X = f(w) 
y = F{w). 

Nach dem Vorstehenden erkennen wir nun, dass dem Werte 
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w und w '\- mC '\- m^C^y wo m und m^ ganze Zahlen sind, 
derselbe Wert von x und y entsprechen muss, also 

X = f(w) = f{tv + mC -{- ^iCi) 

y = F{w) = F{w -\-mC+mi CJ 

d. h. X und y sind doppeltperiodische Funktionen von w. Da 
aber jedem Werte von tv in einem Parallelogramm ein und 
nur ein bestimmter Punkt auf T entspricht, dem ein be- 
stimmter Wert von x und y zugehört, so sind x und y ein- 
deutige doppeltperiodische Funktionen von w. 

Da in jedem Blatte der Riemann'sehen Fläche ein Punkt 
X = oo existirt, so wird x = f(w) nur für zwei Werte von 
w innerhalb eines jeden Periodenparallelogrammes unendlich 
d. h. X ist eine doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung 
von w. Wie man aus 



y = yA{x — a^){x — a^)(x — a^{x — a^), 

oder auch aus der Entwicklung S, 148 erkennt, muss y eine 
doppeltperiodische Funktion vierter Ordnung sein, 

Soll F eine eindeutige Funktion des Ortes auf der Riemann- 
sehen Fläche T sein, dann muss dieselbe ihren Wert wieder er- 
halten, wenn x auf einem beliebigen Wege auf T in seinen Aus- 
gangspunkt zurückkehrt. Da aber Tauf die w-Ebene so abgebildet 
ist, dass jedem Punkte von Tje ein Punkt in einem der Parallelo- 
gramme entspricht, so wird dem Wege, den xin T beschreibt, 
ein bestimmter Weg des w in der w;-Ebene entsprechen, der 
möglicherweise aus einem der Parallelogramme in ein anderes 
führt Es ist aber F als eindeutige Funktion von x und y 
auf Tauch eine eindeutige Funktionvon w auf der w-l&hene und 
da F in kongruenten Punkten der Parallelogramme denselben 
Wert erhalten muss, so ist F eine eindeutige doppeltperiodische 
Fimktion von w und als solche daher rational durch x und 
y ausdrückbar nach Satz 21 S. 90. Diess die Umkehr des 
Satzes auf S. 159. 
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45. Wir kehren zu unserer speziellen Funktion z zurück, 
für welche 

-^ = ö 1/(1 _ ;j«) (1 - xV) (1) 

ist und setzen vor der Hand 0=1. Die Riemann'sche 
Fläche der Funktion 

y = |/(1 - z^) (1 - TcH") (2) 

hat in is = + 1^ ^ = 4-— ihre Verzweigungspunkte. Wir 
wollen die Yerzweigungsschuitte (Fig. 49) von + 1 nach 
A und von — 1 nach führen, und setzen fest, dass 

im oberen Blatte für a? = 0, y = + 1 ist? also im darunter 
liegenden Punkte a? = 0, y = — 1 ist. 

Wir haben dann 

dz 



B —1 



X 



'• -ff - 'f 



dg 



Wir setzen 




Fig. 49. 



K = 



/w- 



dz 



Z*) (1 — X«£f*) 



1^ 
X 



' ^ J V(l - z') (1 - n'z^ ' ^ 



(3) 



*) Ki_ soll auf der linken Seite von 1 bis — im oberen Blatte 
hinerstreckt sein nnd wird jedenfalls imaginär sein. 



17G 



lU. Das elliptische Normalintegral. 



dann wird, da 



dz 







/ir-iv+Zif-^if 

— 1 — 1 ü 

ist, denn der Integrationsweg verläuft ganz im oberen Blatte 
und geht durch ^ = 0, y = + 1; 

und es sind mithin und y eindeutige doppeltperiodische 
Funktionen von 



^ /• dz_ 

J y(i - z^) (1 -^ x«o 




mit den Perioden 4JSr und 2jSri, so dass also 

z — f(u) = f{u + 4mK+ 2m^K,) 

y = F{u) = F(m + 4m JC + 2^1 iE,) 

ist, wenn m und m^ beliebige ganze Zahlen sind. 

Wenn wir das Integral 




u 







dz 



(von ;2? = 0, y = + 1) längs 
eines beliebigen Weges OzZi 
(Fig. 50) nehmen, so möge 
es in ^i den Wert 

'dz 



Fig. 60. 






dz 



erhalten. Das Element des Integrales — besitzt in unter- 
einander liegenden Punkten der Riemann'schen Fläche gleiche 
und entgegengesetzt bezeichnete Werte, da = z' ist, aber 
y im oberen Blatte den Wert j/, im unteren {/' = — y be- 
sitzt, also ist 

dz dz 



y 



y 



Nehmen wir also das Integral im oberen und unteren Blatte 
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längs Wegen ^ die genau unter einander verlaufen ^ denen 
dasselbe z und gleiche entgegengesetzt bezeichnete y ent- 
sprechen, so wird , 



/dz rdz' , . 



sem. 

Wir wollen das erste Integral von (0, 1) bis zu {z^^y^} 
das zweite von / = 0, y = 1, d. h. je? == 0, y = — 1 bis zu 

(^i'; Vi) = (^i; — ^i) i^ ^^^ ^^®^ angedeuteten Art führen 
und es wird daher 

/t — /f + ^- 

(0,1) (0,-1; 

Setzen wir nun e^ = 0, y^ = 1, so wird -4=0 sich ergeben 
und daher ist 



Wir setzen 



u 



/iL — CM^ 

y ^ J y' ' 

(0.1) (0,-1) 

(»» y) (*i — y) 

(0, 1) (0, 1) 



So dass also, wenn jef = /*(w), y = 2^(i*) die doppeltperiodi- 
schen Funktionen von u sind, 

wird, d. h. je? nimmt für u und t; dieselben Werte, y gleiche 
entgegengesetzt bezeichnete Werte an. Es kann 

(*,-y) (0,-1) (*,-y) (0,-1) (*,y) 

J y' ^ J y' '^ J y' ^J ^ J y 

(0,1) (0,1) (0,-1) (0,1) (0,1) 

oder 

gesetzt werden, da 

/(0,-l) 1 

^f-=2 l\^ = 2K 
y J ^ y 

(0,1) 

sich ergiebt, wenn man das Integral rechter Hand so nimmt^ 

BoBSK, eil. Fnnktionen. 12 
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(Of/ 




(O-'J 



Fig. 50. 



das8 der Integrationsweg die 
nebenstehende gezeichnete Kurve 
(0, 1) 1 (0, — 1) ist. 

Somit folgt, dass wenn 

— m = m ist, 

= — v — 2K+(m + l)4K [(4) 

+ fn,2Kj 

ist, wenn u und v nicht selbst 
kongruente Werte sein sollen, d. h. wenn 

u 4= V'{-m4K']-mi2Kj^ 

sein soll. Die Werte u und 2K — u oder — 2K — w, 
welch letztere nach den Perioden kongruent sind, liegen, 
wie man sieht, in einem der Parallelogramme, auf welche 
die Riemann'sche Fläche abgebildet wird und sind diejenigen, 
welche demselben 2 und gleichen entgegengesetzt bezeich- 
neten y angehören. 

• Die Funktion z = f(u) ist also doppeltperioäisch, eindeutig 
und von zweiter Ordnung, welche für u und 2K — u dieselben 
Werte annimmt 

Es ist f{0) = f{2K) = und f{K) = 1, da m =/ — 



für ;8f == verschwindet und für ^ = 1 den Wert K annimmt. 

46. Es sei u = a für den Punkt jgf •= oo des oberen 
Blattes, dann wird u = 2K — a für den Punkt = cx> des 

unteren Blattes. Es ist dann 




oo 



rdz 

a==^ I — 

J y 





Wir erstrecken das Integral 
längs Owoo (Fig. 51), welche 
Kurve ganz im oberen Blatte 
verlaufen soll, also ist 



a 



Fig. 51. 



Ol» OD 



dz 
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Wir konstruiren eine zweite Kurve Owoo, welche aus der 
ersten Omoo entsteht, wenn man auf dem Radiusvektor des 

Punktes m die Strecke Om in entgegengesetzter Richtung 

nach On abträgt. Dann wird, wenn man in a die Substitu- 
tion je? = — ;8i' macht, 

rdz 
a = — I —7-, 

On« 

da y das Vorzeichen nicht ändert, d. h. 

anO 

wenn die Integrationsvariable wieder mit bezeichnet wird. 
Es ist daher 

2a = ßt + 1'^ = ßi . 

J y J y J y 

00 nO Omoc oo nümx 

Nun begrenzen die Linien A und oonOmoo zusammen- 
genommen einen Theil des oberen Blattes vollständig, d. h. 
die Kurve cxjnOmoo ist in die Kurve A durch stetige Um- 
formung überführbar, also ist 

rdz_ _ i'dz _ ^^ 

J y J y * 

oonO/noo A 

Oder auch die Linie oonOmoo überschreitet (Fig. 51) bei h 
die Kurve JB, führt also gerade so wie die Kurve A und in 
derselben Richtung von einem Ufer von B zum anderen, 
also muss 

/— = f— = 2K 
y J y ^ 

bOmccnb A 

sein. Es ist daher a = K^ und wir ersehen also, dass 
f(K,) = f(2K± K,) = cx) ist. 

4r7. Wir wissen aus der Theorie der doppeltperiodischen 
Funktionen, wie solche zu konstruiren sind. Bestimmen wir 
also 'ö'-FunktioneU; deren Perioden o = 2 JST und (q' = 2K^ 
sind, für die 

£0' Kl . 

7t -i Ä -i » 

q = e "• == e ^ 
ist, so wird 

12* 
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sein; denn die Funktion rechter Hand ist doppeltperiodisch^ 
mit den Perioden 2a} = AK, co! ^=^2K^j sie ist eindeutig, 
verschwindet für u = 0, u =^ cd = 2K, wird unendlich für 

u = K, = ^, u = a> + ^^2K + K, 

und nimmt für -- = K den Wert 1 an, wodurch sie voll- 

ständig bestimmt ist und mit z = f(u) identisch sein muss. 
Wir ersehen also, dass unsere Differentialgleichung 

my = (1 - -*') (1 - '''^) (1) 

durch die Funktion 

integrirt wird. Dann liefert die Gleichung 36 S. 130 , da 

G = 1 ist, 

a, = 2K=7td^^\ 

Wäre die Differentialgleichung 

vorgelegt, so würde sich z = f(y) als eine doppeltperiodische 
Funktion zweiter Ordnung von v ergeben. Setzt man aber 
u = Gv, so wird (la) übergehen in 

deren Lösung 



isi Also ist 



*) Sollte in -z^ der Koeffizient von i negativ sein, so kann man 

für Kl Kl einführen. Man kann übrigens zeigen, dass bei unserer 

Wahl der Grössen K und K^ der Koeffizient * in -j- stets positiv ist. 

Vergleiche hierüber: Königsberger, „Theorie der elliptischen Funk- 
tionen", I. Theil, S. 295—299. 
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und die Perioden tod f{v) sind 



Dann ist mit Rücksicht auf 2K=ic&^, da #) 



K^ m/ 



G=' 



Es würde nur noch zu erwähnen sein, dass wir früher 
das Periodenparallelogramm auch gradlinig begrenzt annahmen, 
während wir auf S. 171 fanden, dass im Allgemeinen die 
Begrenzuugslinien unseres Parallelogramm es krumm sind. 
Dieas ist aber onwesentlich und kann das krummlinige Pa- 
rallelogramm einfach in ein geradliniges verwandelt werden. 
Denn seien u,, Uj, %, »4 die Ecken des Parallelogrammes 
(Fig. 52b), dessen Seiten J/, J^, 5,', B^ den beiden Ufern 




Ai,Ai,Bj,Bt, der Schnittet undB entsprechen; so verbinden 
wir u^ Wj durch die Gerade A,'. Einem Punkte u dieser Geraden 
wird, wie wir wissen, ein bestimmter Punkt x ^ f{>*), 
y ■= F(u) der Riemann'schen Fläche entsprechen. Lassen 
wir also u von u, aus die Gerade m, w, durchlaufen, so wird 
(xy) von m aus irgend eine Kurve A auf der Biemann'schen 
Fläche beschreiben, die von m ausgeht und wenn m nach «j 
gelangt, wieder in m endigt. Da das Integral von u^ bis u, 
um u, — Uj = Ol gewachsen ist, so muss die Linie A gerade 
so wie Ä von einem Ufer von B zum anderen führen, kann 
also hei der Zerschueidung der Riemann'schen Fläche an 
Stelle von Ä gesetzt werden. Tbut man letzteres, so wird 
die längs A und B zerschnittene Riemann'sche Fläche sich 
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auf die w-Ebene so abbilden, dass die beiden Ufer von A 
die Geraden tt^u^ und u^u^ zu Bildern haben werden. Er- 
setzt man ebenso B durch eine Linie B, welche das Bild 
der Geraden u^u^ ist, so ersieht man, dass die längs A und B 
zerschnittene Riemann'sche Fläche sich auf die M-Ebene in 
ein geradliniges Parallelogramm abbildet, dessen Seiten die 
Längen C\ und C haben, also die Repräsentanten der Perioden 
des Integrales u sind. 

Wir sind also stets im Stande, die Eiemann'sche Fläche 
derart zu zerschneiden, dass das Periodenparallelogramm ein 
geradliniges wird. 

48. Wir wollen die Abbildung der Eiemann'scheu 
Fläche mittels des Integrals u auf die Zahlenebene von u 
in zwei Fällen besonders betrachten. 

1. Es sei X reell und kleiner als L (Wir werden sehen, 
dass man stets den Modul von x kleiner als 1 machen kann.) 

Es wird 

dz 





.2 



J y(i~ 



z^) (1 — %^z^) 



so lange ^^ < 1 ist und ^ reelle Werte annimmt, auch reell 

sein. Sobald z reell und -g > ^^ > 1 ist, wird der reelle 

Theil von u konstant bleiben und es wird sich blos der rein 
imaginäre Theil ändern, denn es wird 

1 z 



r dz , . /• 



dz 



^ >/(l--^^).(l_^2^») J Yiz' - 1) (1 - X*^«) 

g 

dz 
u 



= J^+if- 



Yiz'^ — 1) (1 — Tl^Z^) ' 



also das von z abhängende Integral reell unter obiger Voraus- 
setzung. K selbst ist nach Früherem reell, und 

dz . /*[ dz 






ViZ^ _ 1) (1 - x«-2«) 
1 



rem imagmar. 
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-^ 



_ / 



-/ 



(o*iß 



(Ofl) 





Fig. 53. 



Die VerzweiguDgspunkte der Riemanu'scheu Fläche sind 
in diesem Falle alle auf der Achse der reellen Zahlen gelegen. 
Wir führen nun (Fig. 53) 
die Schnitte TU und A so, 
dass sie durch die Achse der 
reellen Zahlen gehen. In der 
Figur sind sie knapp an die- 
selbe gezeichnet. In m hat 
w den reellen Wert K und 
auf der w-Ebene entspricht 
also der Punkt a ^= K dem 
Punkte m. Durchläuft z nun 
von m aus die Linie By so 
wird u sich von a reell 
ändern bis es^ sobald der 
Punkt wieder in m angelangt ist, um 4Jf gewachsen in 
6 eintriflFfc, also ist 1) — a = 4J5l und h das Bild von m als 
auf dem anderen Ufer von A gelegen betrachtet. Wenn e 
von m aus das eine Ufer von A durchläuft, so wird sich 
nur der imaginäre Theil von ii ändern, d. h. das Bild dieses 
Ufers wird eine durch a oder 1) (je nachdem auf welchem 
Ufer von B wir uns befinden) gehende zur Achse der rein 

imaginären Zahlen parallele Gerade ad oder hc sein, deren 
Länge 2K^ ist. Die Gerade, welche die Punkte d und c 
verbindet, ist das Bild des zweiten Ufers von J5. 

Wir ersehen also, dass unsere Riemann'sche Fläche, so- 
bald X reell und < 1 ist, derart zerschnitten, dass die reelle 
Achse die Schnittlinien bildet, sich mittels des Integrals u 
auf ein Rechteck abbildet. Das Periodenparallelogramm der 
Funktion z = f(u) ist also ein Rechteck, DasB, wenn das 
Periodenparallelogramm ein Rechteck ist, .unsere Funktion 
SU so beschaflfen ist, dass x reell wird, haben wir früher ge- 
sehen (S. 132 u. ff.). 

2. Es sei % = ixj und x^ reell. Dann wird 



J 1/(1- 





dz 



z^) (1 — yf,^z^) 



f 



dz 



l/(r-^«)'(l + x7«;22) 



reell sein, sobald z reelle Werte, die absolut kleiner als 1 
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sind^ durchläuft. Also ist 



JIvTr^TT^ 



') (1 — X«Äf«) 

ö 



reell. Hingegen 

X 

dz 



^' -J\-w^ 



z^ (1 — x*^;*) 
1 

komplex. 

Nun kann man, statt das Integral auf dem geradlinigen 

Wege von 1 bis — links von dem Verzweigungsschnitte 

(vgl. Anm. S. 175), es auch rechts von diesem im oberen Blatte 
erstrecken, wenn man nur beachtet, dass die Quadratwurzel 
auf dieser Seite des Verzweigungsschnittes das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen besitzt und dass also dann 

X 1 

1 1 



X 



zu setzen ist, sobald man das Integral im oberen Blatte 
rechts von der Linie 1 — erstreckt. Dieser Weg aber ist 

(Fig. 54) stetig in den gebrochenen Weg — Ol überführbar, 

ohne dass einer der Punkte + 1, + — überschritten wird. 



Also ist 





' J I >/(l - ^«) (1 - x«^«) "'"Jll/Ö" 



dz 



z^) (1 — %^z*) 







nun ist im zweiten Integral ^ rein imaginär, also z = i/, 
wo z' reelle Werte annimmt, daher ist 
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ix 



K,=^K 



= K 



Setzt man also 

1 

' x7 







dz 



1/(1 + /«) (1 + xV«) 



X. 



dz' 



i/(r-M")(i-x,v») 



X, 



U 



d^ 



l/(HM'*)(i-*iV«) 



>¥r "" -^2 ; 



SO ist K^ reell und positiv, da z"^ < — j- ist und / reelle 
Werte durchläuft. Es ist dann 

Kl = JST-}" ^^2* 

Bildet mau nun wieder, wie früher, die Riemann'sche 
Fläche auf die t*-Ebene ab, so wird der Kurve B (Fig. 54) 





Fig. 54. 

die Achse der reellen Zahlen ah entsprechen und einer ge- 
wissen Kurve A wird die Gerade ad resp. hc entsprechen, 

so zwar, dass ad die Summe aus 2K und 2iK^ ist. 
Wir wissen aus Früherem, dass wenn 

o' = 0} + iojjj ist, oder 2Ki = 2(-K'4- iK^j 
wo ©1, Oj resp. K und K^ reell sind, dann die doppelt- 
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periodische Funktion s{u) ein Parallelogramm besitzt, das wie 
ahcd beschaflfen ist (S. 136 u. ff.). 

49. Wir wollen nun noch folgenden wichtigen Satz 
beweisen: 

yjJedes Integral 



X 

dz 



worin R(x) eine ganze rationale Funktion vierten oder drittefi 
Grades in x ist, lässt sich durch eine lineare Transformation 
in das Integral 



v=3i r 



dz 



\/{\ — z') (1 — y}z^) 

verwandeln; wobei M eine Kmistante und 

cc + ^z _a_+J^ 

^ — y + 8z' ^^— y + 8z, 

ist. cc, ß, y, d sind lestimmte Grössen J^ 
Wir setzen 

R(x) = Ä{x — ttj) (x — a^) (x — ag) (x — aj (7) 
und führen z durch die Gleichung 

x = ^i^ (8) 

ein. Dann wird 

wobei Iti(z) wieder eine ganze rationale Funktion des 
4. Grades von z wird, die a, ß, y, 8 als willkürliche Kon- 
stanten enthält. Wir verfügen nun über die letzteren so, dass 

B,{Z) = B{1—Z){\+Z){1- KZ) (1 + TCZ) 

= JS (1 — z^) (1 — x'z^) 

= JB [1 — (1 + X«) z^ + xV] 

wird. Hierdurch sind für a, j3, y, d drei Gleichungen ge- 
geben, in denen sie homogen vorkommen, und aus welchen 
sich die drei Verhältnisse a: ß :y:d ergeben. Die Gleichungen 
selbst ergeben sich aus der Bedingung, dass in Ili(z) die 
Koeffizienten von z^ und z verschwinden sollen* und der 
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Koeffizient von ^ gleich sein muss der entgegengesetzt be- 
zeichneten Summe aus den Koeffizienten von z^ und s^. 

Diese Bedingungen sind nun noch alle verträglich mit 
der, dass der Modul von | x | < 1 ist. In der That, soll 

und 

_ a + ßz 
^ — y + ^^ 

sein, so muss, wenn B(x) = 0, also x = a^, a^, a^, a^ ist, 
auch (1 — z^) (1 — x^z^) = sein, daher ^ = + 1; i ""; 
d. h. den Werten a^, Og, ag, a^ von o; entsprechen in irgend 

einer Reihenfolge die Werte +1, — l, -] , Setzen 

wir also fest, dass für 

^ = 1,-1,-,--, 

wird, so muss nach dem in der Einleitung sub 5, S. 14 be- 
wiesenen Satze das Doppel Verhältnis erhalten bleiben, also 

(-'^'-! )' = ^^-^^ • ^^^ == « (10) 

\ X + 1 ^ f^l «4 «2 «3 "^ 

sein. Diese Gleichung ist für x eine reziproke und lässt sich 
also 7c stets so bestimmen, dass | x | < 1 wird. 
Hat man x bestimmt, so folgt aus (8) 

(y + äzy 

und da 



1/5 1/(1 — £?«) (1 — x«^^) 



V^ W (y + özy ^^^-^ 



sich ergiebt, so folgt 

dx (ßy — ad) dz 



y'Bix) VB V{\ - "z^) (1 — x«^2) 



i 



(12) 



)/(l - «*) (1 - x«^»j 

wo M eine Konstante ist. 

Um diese zu bestimmen, braucht man nur ein Paar ent- 
sprechender Werte von x und z zu kennen, für die nicht 
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B{x) und B,{z) verschwinden. Es sei für ^^ = 0, x = -Q=x^y 
dann folgt 

woraus M bestimmbar. 

Nun soll i8i = 1, — 1 werden für x = a^j a^, also muss 

(13a) 







X — a^ ^ z — 1 
X — a, 12 Äf + 1 


sein, wo A^^ 


eine 


Konstante ist. 


Da aber für 






X 


1 1 
— %> «4; ^ — H^ H 


wird, so ist 




«3 — «1 ^ l — « 

ag — ag 12 1 :|_^ 

«4 — «1 >! 1 + 't 


also ist 


A 






1 /(ag — aj) (a^ — a,) 



wobei das Vorzeichen der Wurzel sich aus 

^1 — «1 A 

-^— — — — — — ,/a.i 



a?i - «» " 



bestimmt, (da x ^= Xi und je? = entsprechende Werte sind) 
oder auch, wenn x bekannt ist, aus den Gleichungen (13a) 
sich ergiebt. 

Man sieht ohne weiteres, dass wenn 

X — a, j z -}- 1 



X — a^ ^^ z — 1 

gesetzt wird, Ä^i A^^ = 1 ist. Setzt man ebenso 



so ergiebt sich 



und 



^=^-^^\t^.' (13b) 



_1 


Ac^i- 


«8)(as 


«8) 


" \ 


Ua.- 


- «4) («2 — 


«4) 


X, 


— «8 

— «4 


-^34 • 
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Differentirt man die Gleichungen (13), so folgt 

also 

dx 2^,, {x — o,)* ^ 

~dz~ «1 — «i (^ + 1)' ' 

analog ergiebt sich 

dx 2^2, (a? — aj)* 

dz a^ — <ii {z -— 1)* 

(ia? 2xA,4 (a; — aj* 

d0 ag — a^ (1 + %zy 

dx 2xJ.48 (a; — q,)* 

"Si «4 — «8 (1 — «^)* ' 

Multiplizirt man alle vier Gleichungen mit einander, 
so folgt 

(dxy ^ jg H« {x-^a,y (X - a,)« (x - o,)« (a; - a,y 

\dz ) (aj — a,)* (Oji — 04)* 



= 16 



(1 _ z*f (1 — x*^;«)* 



also ist 






woraus 



folgt. 



jf=-.=l^=- (14) 



Ist nun für a; «= Xq...z = 0q und setzt man 



dz 

1/(1 - O (1 - >* 



*0 



und 



so folgt aus 



/' dz ^ 



= M 



yB{x) 1^(1 — 5;«) (1 — x»0*) 
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X 

fix Ti^r /* dz 

10 






= M 



Xq C(, 

dz 



r '-^ + / --_= 

J >/(l - Z^) (1 - X»;^^ ^ J )/(l - 



U 



oder 

W = Jlf(M — Hq), (15) 

da man den Integrationsweg von Zq nach 0y welcher dem 
von Xq nach x führenden entspricht, so abändern kann, dass 
er durch den Punkt = geht, ohne den Wert des Inte- 
grales wesentlich zu beeinträchtigen, denn es können dann 
nur ganzzahlige Vielfache von Perioden hinzukommen. 
Nun wissen wir aber, dass aus 



^ /• dz _ 





JS — SU 


folgt, also ist 
und 


^ a + ßsu 
y + dsu 




w . 



Will man x direkt mit in Verbindung bringen, ohne 
zuerst a, ß, y, ä zu berechnen, so ersieht man, dass 

X — a^ aj — Og 1 -{- z 1 — X 

X — «8 aj — ttg 1 — 7iz 2 

gesetzt werden kann. 

50. Aus (10) ergiebt sich 



^ '"-ü = l/ C«! — «5) («2 — «4) ^ y^ 

1 + X y (a^ — Og) (Oj — aj '^ 

und 

1 — Vs 



7C == 



l + Vs 
bei der bestimmten Anordnung, dass den Punkten 



die Punkte 



X öj, Cl'2j ^3^ ^'4 



1 1 1 1 
-8?= 1, — 1, - , 

' ^ X ' X 
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entsprechen. In welcher Weise ändert sich nun x, wenn die 
Zuordnung eine andere wird? Die Aenderung des Doppel- 
verhältnisses £ ist uns bekannt^ es treten nämlich bei den 
4! = 24 Permutationen der «i, a^; ^3> ^4 ^^ Ganzen blos sechs 
verschiedene Werte auf, die, wenn a einer der Werte ist, 

sind. Also wird x die Werte haben: 



1 — Vs yj — j^ 1 - Yi — s >/i — f ~ g y^jT- yj ~_i 

1 + y« ' Ya + i' 1 + )/r=i ' y 1 — f + « ' Yi+ y«^^ ' 

}/«— ij- y« 
y r=^ + y g ' 

da aber — und — - gleichzeitig in JB, (0) auftreten, so wer- 

den wir blos drei verschiedene Werte von x erhalten, wenn 
wir die Zuordnung der Grössen aJ = »i, «2» ^sj ^4 ^^^ 

0=1, — 1, - , — - in beliebiger Weise vornehmen. 

Nun wissen wir, dass das Doppelverhältnis s dann und 
nur dann reell ist, wenn die vier Punkte a^, a^, ag, »4 auf 
einem Kreise liegen. Ist diess also der Fall, so ist einer 
der Werte € oder 1 — s positiv und daher ist 



1 — y e j 1 — yi — g 

X = — - :-■ oder x = - - - 

i + yg i + yi + f 

reell und absolut genommen kleiner als 1. Liegen die vier 
Punkte nicht auf einem Kreise, so wird das Doppelverhältnis 
komplex und auch x ist komplex. 
51. Ist 

R(x) = Acc^ + Bx^ + Cx + D = Ä(x — ai) {x - a,) {x - a^) 

blos vom dritten Grade, so ändert das die Betrachtungen 
nicht wesentlich. Setzt man 



so wird 



a + ßz 

-RM — -^»(^) — (y + ^ g) ^1 W 



wobei i?i(^) jetzt blos vom dritten Grade in ist. Nun 
kann man aber wieder 
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(y + dz) (ß,g) = A(l — z") (1 - Ti^z") 
setzen und erhält 

B(x\ - A(l - Z-) (1 ~ Vz-) 

worauf dieselben Betrachtungen wie früher folgen. 

Den Werten: 

X = a^y a^j a^^ oo 
werden die Werte 



1 1 1 1 
;2? = 1, — 1, — , 



zugeordnet sein, denn (y + ^^) niuss verschwinden, wenn 
eine der Grössen 1 — z, l -{- z,l — xz,l -^ xz verschwindet, 
also z. B. wenn 



1^ 

X 



y ^8Z^0 



9 = y 



ist, muss 
sein, also 

d. h. es ist 

a; = cx). 

Aus dem Doppelverhältnis der vier Wertepaare folgt 

\1 + x/ aj — «8 

die Gleichung für x. 
52. Das Integral 

/' dz 
1/(1 - z*) (1 - x«xr«) 



nennt man nach Legendre das Normalintegral L Gattung, 
indem auf diese Form jedes elliptische Integral von der Art 

X 

1 r dx 

W 



- mJ- 



VB(x) ' 



worin R(x) eine rationale ganze Funktion dritten oder vierten 
Grades ist, zurückgeführt werden kann. Wir sahen, dass u 
und w für keinen Wert von z unendlich werden. Ersteres 
soll das überall endliche Normalintegral, letzteres das 
allge7neine üherall endliche Integral heissen. Man nennt 
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X den Modul des Integrals. Ich will noch eine Umformung 
des Integrals u erwähnen, die von Legendre eingeführt 
wurde. Setzt man 

je? = sin 9), 
so wird 



dz = cos 9) dq) = y\ — z^ dq), 

also 

dz d(p 



1/(1 — z*) {1 — %^z^) yi — X* sin* (p 

und folglich, da für is = auch 9) = ist, 

^ yi — x' sin* tp 


Jacob i nannte 9? als Funktion von u betrachtet die Ampli- 
tude von u und schrieb 

g) sn= amu. (18) 

Da jßf = sin 9) gesetzt wurde, so folgt 

= sin am u (19) 

und wir sehen, dass diese Funktion von u unsere Funktion 

SU ist. Da cos <p = Yl — sin* 9) ist, so ersieht man, dass 
unsere Funktion cu als cos am u zu bezeichnen ist, da 
q) = am u ist. Ebenso haben wir die Jacobi'sche Funktion 

^am u =yi — K^ sin am u mit z/u bezeichnet. 
Die Periodentheile K und K^ ergaben sich 



dz 



J I V'{1-- z^j (1 - x«^«) ' ^ J I |/(i - z^) (1 _ ^^^z') 
ü 1 

und da für jgi = 1 . . . 9) == - - folgt, so ist 

1t 

K = r ^ _ J,^ . (20a) 

J ]/l — X« sin <p ^ ^ 



Jacobi nannte Ä^ das ganze elliptische Integral. 

K^ lässt sich aber genau auf die Form von K bringen. 
Setzt man nämlich 

z=^yr-xH\ (21) 

BoBEK, eil. Funktionen. 13 
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wobei x'* + «^ = 1 . . . x' = V^— «* gesetzt wird, so wird 

dz = ; 



Da femer 



und 

y\ - X V^ = x^ 

ist^ so folgt durch Multiplikation beider Gleichungen 

X' yi — /^) (1 - x'«/^) = iTi^Z VT^^, 

also ist 

d/ dz ,^^ V 

- = ^> ' (21a) 

Nun wird für ;8? = 1 • • / = 1, für j5 = / = 0, also ist 



X 



r dz ^ J_ /• d/^ 

J v(i -z^{i- x«o ^ • J >/(i - n (1 - «'«/«) 



1 
1 






2 



Hierbei ist vermöge (21) dem Integrationswege von der von 

z' zugeordnet. Durchläuft z die reellen Werte von 1 bis — , 

so wird, im Falle x^ reell ist^ auch z' die reellen Werte von 

1 bis durchlaufen. 

Setzt man 

1 

dz 



s 



= ^\ 



y(i — z*){\ — x'«5«) 



wobei JST von x' gerade so abhängt^ wie K von x, so wird 
K^ = %K\ und wenn ^ = sin 9) gesetzt wird, 



n 

T 



K' = r-^==J^==.- (20b) 



Wir ersehen also, dass wenn x reell und kleiner als 1 ist^ 
sowohl K als K' reell sind, da dann auch x' kleiner als 1 ist. 
Es sind überdiess beide Grossen positiv. 



IV. Integrale IL und IIL Gattung. 

53. Neben dem Integral I. Gattung, welches für keinen 
Wert von (a?, y) auf der Riemann'schen Fläche unendlich 
wird^ und welches sich stets auf das Normalintegral I. Gattung 
reduziren lässt, führte Legendre noch zwei andere Normal- 
formen von elliptischen Integralen ein, die er Normalintegrale 
IL und IIL Gattung nannte, und die wir nun betrachten 
wollen. 

Als Normalintegral 11. Gattung führte er das Integral 



/, 



''^' (22) 



>/(l — 2*)(1 — x«;f*) 



u 



ein. Dieses Integral ist dadurch charakterisirt, dass es un- 
endlich wird, wie für je? = oo, d. h. einfach algebraisch, 
für gewisse Punkte auf der Riemann' sehen Fläche der Funktion 



Für j8;=l, — 1, — , erkennen wir, wie auf S. 167, 

dass J nicht unendlich wird. 

Betrachten wir aber jetzt den Punkt je? = oo und setzen 

wir zu dem Behufe 

1 

und sei 5i ein kleiner Wert, dem also ein sehr grosser Wert 
z = z^ entspricht. Das Integral 



»t 



j _ r z^dz 

' jy(i-^')(i-H»2;«) 



hat einen endlichen Wert und es ist 

13 
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j.+j 



z'dz 



)/(l — «>)(1 — »'«') 



oder 



gesetzt, 






j=j - r ^^ 

Ci 

Nun entwickeln wir die Wurzelgrösse in der Umgebung 
g = 0, indem wir den Zweig derselben wählen, für welchen 
dieselbe sich auf x reduzirt für 5 = 0, der andere ist durch 
den Wert — x für 5 = bestimmt. 

Dann ist 



V(£»-i)(f»"--"x») ^ 

Die Entwicklung muss in der Umgebung von g = so 
lange |g| < |x| gelten, da |x|<l ist, also auch für — g, 
d. h. es ist auch 



Beide Gleichungen können nur bestehen, wenn 

^1=0, ^3 = 0.-., A^yJ^l = 

ist. Mithin ist 



und 



y ;w4.^^ö - ^ß + ^'ß' + ^'/^"^ + 



und daher ist 



-i\ + ^2£ + i^4£* + 



WO C die Integrationskonstante bedeutet, die dadurc] 
stimmt ist, dass J = J^ für i, = ti ist. 

Aus der obigen Entwicklung nun sieht man, dass 

J; = 0, d. h. z = oo unendlich wird wie , resp. wie 
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das Integral J ivird für z = oo in dem einen und anderen 
Blatte der Biemannschen Fläche der Funktion 

einfach unendlich. 

Die Entwicklung im anderen Blatte, für das — x gilt 
für g = 0, ist: 

J^= eT, + (7, + ^ + ^,g + lA,t' + •••. 

Dieses Integral J verdient den Naipen Nornialintegral 
insofern, als sich jedes Integral von der Form 



X 

"* ™J V(i— Ä«)a— V*^ 



u 



auf dasselbe und eine rationale Funktion von x und 



zurückfübren lässt, wozu noch das Normalintegral I. Gattung 
treten kann. 

Vor allem ist klar, dass für ein ungerades m = 2» + 1 
das Integral J^ kein elliptisches ist. Denn setzt man 



x^ = 0, 



«^ ^^^^ xdx = ^dz 



X 






^ 1/(1 - a;*)(l - x'a;») y ^(1 - ^) (1 - «»«) 

in welchem der Ausdruck unter der Wurzel blos zum zweiten 
Grade steigt und durch die Substitution 

1 — t* 

in das Integral , 

_ / 2(1 -ty 

verwandelt wird, das als lutegrand eine rationale Funktion 
enthält. 

Wir haben also blos Integrale von der Form 



'^""J l/a-2;^(l-' 



^ ]/(r:r7^(i-x«^») 

zu betrachten. 
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Setzt man 

SO ist 

^ _2n „2n — 2 






.2n— 4 

+ (2n — 3) 



Multiplizirt man diese Gleichung mit äz und integrirt 
in Bezug auf z von bis ;e?, so ergiebt sich 

und hieraus 

T _ I ^2n^3,, I 2(n-l)(l + >t'0 7 (2>^-3) ^ , 

Diese Gleichung zeigt, dass man e/« aus e7n_i und Jn—2 
berechnen kann. Da nun J^ das Normalintegral IL Gattung 
und cTq das Normaliutegral I. Gattung ist, so kann man 3^ 
aus diesen beiden, J^ aus J^ und eT^ u. s. w. berechnen und 
man erhält J» ausgedrückt durch eine rationale Funktion 
von z und y und durch J und w: 



« 2 



^^ / * z'^dz ^ /• dz 



%^z^) 



54« Elliptische Integrale III. Gattung nennt man solche 
Integrale aus einer rationalen Funktion von y und js?, welche 
logarithmisch unendlich werden, d. h. welche für z ^=^ a bo 
unendlich werden, wie log {z — a). Ein solches Integral ist 

z 

n= f ^ 



wenn a von den Werten 1, — 1, -, verschieden ist. 

1 
Denn entwickeln wir - in der Umgebung von z = a, so ist 

dieses, sobald das Blatt der Biemann'schen Fläche festgesetzt 
ist, nur in einer Weise möglich. Ist y = b für ;s? = a im 
ersten Blatte, also y= — b für ^ = a im zweiten Blatte, so ist: 
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i = i + Ai{0 — a) + Ai{e — a)« + ■•• 

(-:^ = j7^ + A + ^(«-«) + -- 

WO C eine Konstante bedeutet, die dadurch bestimmt ist, dass 
n = n^ Iwc z = Zi ist, wenn z^ ein Punkt der Umgebung 
von a ist und 

1 J {z — a)y 
ü 

Aus der Entwicklung sehen wir aber, dass 77 so unend- 
lich wird wie t log {z — a) ^r z = a^ y = h. Für den Punkt der 
Riemann'schen Fläche z = a,y=^ — h wird 77 unendlich, wie 

— ilog(0-a). 

Ein Integral III. Gattung, welches in weniger als zwei 
Punkten der Riemann'schen Fläche der Funktion 

y = y(r~-^)(i-ir^ 

logarithmisch unendlich wird, existirt nicht. 

Denn setzen wir voraus, dass das Integral 77 nur für 

z = a^, a^'" ün 

y = hi, h^'"bn 
auf der Riemann'schen Fläche unendlich wird für (z=ak,y=hk)j 
wie 

+ JfAl0g(^ — Uk), 

/7 TT 

so wird die rationale Punktion von und y -j- tat e = «*, 
y =zht unendlich wie 



(a-a^)»-^ ^ («-«*)""* («-«»)' 



4" _ , ^* 

»8 I 



und kann sonst nur noch für ;8f = + 1 , + - unendlich werden. 
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Dann gilt die Relation 

M, + M,-\-M, + '" + Mn^O. 

Denn umgeben wir die Punkte (ak, 6*), welche in einem 
bestimmten Blatte der Riemann'schen Fläche liegen, mit 
kleinen Kreisen, welche nur je einen Punkt umgeben, und 

thun wir dasselbe mit den Punkten 1, — 1, -, , so wird 

-j- in dem ausgeschlossenen Gebiete der Riemann'schen Fläche 

sonst nicht unendlich, da 11 stets endlich bleibt. Nehmen 
wir also das Jdll längs allen diesen Kreisen, so muss 

Jdn=o 

sein Nun ist für den Punkt (a*, 6*) 

1 » (ü — nA^ » 



dz (^_a^)«+i • (^ — o*)* ' ^ — «Ä 

^^'"^ Jdn=2%iM,. 

Für die Punkte z = \, — 1, -, soll 11 endlich 

fj TT 

sein, also kann -j- nur so unendlich werden, dass, wenn « 

einer derselben ist, 

dn Ä 



+ B(0 — a)i + 



{z — ay 

ist, da sich y für diese Punkte nur nach gebrochenen Po- 
tenzen von (x — a) entwickeln lässt, wie wir schon früher 

dn 

dz 



j TT 

(S. 168) sahen. Würden in -^ — Potenzen von der Form 



auftreten, wobei m > 1 wäre, so würde 



dn A« , All— 1 , . A j^ 

und 
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iui = a unendlich; da dieses nicht stattfinden soll, so muss 
Am = 0, Am-^i = . .., -4^ = und die gegebene Form die 
stattfindende sein. 
Dann ist aber 

fdn=Oy 

a 

ft TT 

da kein Glied in der Entwicklung -j- auftritt, welches von 

der ersten Ordnung unendlich würde. 

Würde aber selbst 11 für je? = « unendlich, so sieht man 
aus der Entwicklung, dass man nur den Koeffizienten des 
Gliedes (0 — «)""* zu beachten braucht und wenn dieser von 
Null verschieden ist, ihn mit unter die Mk aufzunehmen, um 
die Richtigkeit der weiteren Schlüsse nicht zu alteriren. 

Daher ist 

fdn = 2m{Mi + M^-\ \'Mn)=^0, 

d. h. 

M, + M, + ''' + Mn = 0. 

Würde also ein Integral 77 blos in (aj, ij wie M^ log(i2f — 04) 
unendlich, so müsste Mi = sein, d. h. das Glied Mi\og(ß — ai) 
würde in der Entwicklung von 77 fehlen, also würde 77 nicht 
ein Integral III. Gattung sein. Hieraus folgt beiläufig: das 
Integral einer rationalen Funktion von und y, welche in 
Punkten der Riemann'schen Fläche nur so unendlich wird, 
dass der Koeffizient der — 1^^ Potenz überall null ist, lässt 
sich immer durch eine rationale Funktion von x^ y, Integrale 
II. und I. Gattung ausdrücken. Wir werden bald die Richtig- 
keit dieses Satzes noch auf andere Art einsehen. 

Das anfänglich angeschriebene Integral 

77=/^ '' -= 

J(^-a)>/(l-;?«)(l^x»0 



wird für j2? = a, y = h unendlich wie rlog(;s — a) 



b 
1 
b 



V „^==«;y=— & n ;;— i:log(^ — a) 

und es ist in der That 
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Als Normalintegral TII. Gattung wurde von Legendre 
eingeführt das Integral 

z 

Ua = f -J^== y (23) 

J [z^ - a«)y(l - z^) (1 - H«;?«) ^ ^ 



welches für 

^ = +«;!^ = + & 

^ = + a, y = — 6 

unendlich wird wie + r log {z — a) resp. + r log (^^ + a), 

also in vier Punkten der Riemann'schen Fläche. 
Man nennt a den Parameter des Integrals. 

55. Ist 

y^ = As^ + Bx^ + Cx^ -\- Bx -{- E 

und B von Null verschieden, wenn A verschwindet, so dass 
y^ eine rationale Funktion des 4. oder 3. Grades von x ist, 
so nennt man 

ü=fi{x,y)dx, (24) 

wo f eine rationale Funktion von x und y ist, ein allgemeines 
elliptisches Integral. 

Wir beweisen folgenden Satz: 

Jedes elliptische Integral von der Form (24) lässt sieh 
zurüdcführen auf eine rationale Funktion von x und y, einen 
Logarithmus einer solcJien Funktion, ein Normalintegral I. und 
IL Gattung und auf Integrale HL Gattung mit bestimmten 
Parametern. 

Wir transformiren vor allem Il{x) durch die Substitution 

a + ß 

y -\- äz 

in die Form 

^W-(y + ä^^.-^ iy + 9zy 

wodurch 

U^Jf,{z,VP(ß))dz, 
wird, wenn wir 
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ri^ =» P{g) — (1 - Ä«)(l - x2^2) 
setzen. 

Nun ist, wenn ri{e) eine rationale Funktion von z be- 

da durch 

alle höheren als 1"*®° Potenzen der VP^ vers€ihwinden, in- 
dem sie als rationale Funktionen von g in die Funktion f^ 
eintreten. Multiplizirt man Zähler und Nenner mit 

so wird 

Also ist 

Das erste Integral ist von einer rationalen Funktion von z zu 
nehmen, also durch logarithmische und rationale Ausdrücke 
von darstellbar. Wir wollen es mit V{0) bezeichnen, so dass 



ist. Da aus 






V + *« — p + *a; 



folgt, SO ist 

auch das Integral einer rationalen Funktion von x allein. 

Das Integral 

„_ (X{z)P(z) dz 

behandeln wir weiter. Es ist 

B^(z)P{z) ^ K,{ z)P{z)R^{- z) 
B,{z) \{z)B,{-z) 

und da Il^{z)It^{ — z) eine (/erode Funktion von z ist, so 
enthält sie blos z^^ also kann man 
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setzen und 

Il,iz)P(e)R,(- 0) = 0,iz') + g0,{g% 

SO dass 

wird. 

Im ersten Integrale führen wir ^ = z^ ein, wodurch es in 

^^{z*)zdz 1 r ^Ai)ds 



y ^^{z^)z dz ^ r. 



übergeht, welches Integral sich durch die auf S. 197 an- 

i ^2 

gegebene Substitution z = —^ 77 als Integral aus einer 

rationalen Funktion von t darstellen lässt, und mit 



r{^,Vi-t)ii-xn)'-f- 



bezeichnet sei. Durch die Substitution g = ä* wird 

Vit, V(i'^t)(i^lH) = r'{z\ n), 

SO dass 

sich ergiebt. Das letzte Integral führt nun auf elliptische 
Integrale. 

Wir wissen, dass die rationale Funktion 

gesetzt werden kann, wo p{i) und (y(g) rationale Punktionen 
von g sind und erstere wenigstens um eine Einheit niedriger 
in ^ als letztere ist. 
Nun lässt sich 

r rz^'dz 



-r-; 



durch eine rationale Funktion von z und ri und durch J und 
u ausdrücken, d. h. es ist 

Jx = rx(Zy ff) + AxJ + Bxti, 
daher ist 



IV. Integrale II. und III. Gattung. 205 



= Q(e,n) + ÄJ+Su+J- 



p(z^) dz 



q(z^) n 

wenn q eine rationale Funktion von und y bedeutet und Ä 
und B gewisse aus Ax, Bx und üq .,.av und x^ zusammen- 
gesetzte Eonstanten sind. 

Was das letzte Integral anbelangt, so führt dieses auf 
elliptische Integrale IIL Gattung. 

Denn es ist 



wenn 


^» 


f «/ 



3(5) = ^(g - a,*)(g - a,') ...(t- an') 
ist. Da jp(5) höchstens vom (w — 1)*®° Grade ist, so muss 

A, + A, + A, + '" + An=^0 

sein. Wenn 

dz 



naM = Tti — 



,«)>/(l-^«)(l-x«^«) 

gesetzt wird, so wird 



j 



'gg ^^ = ^, 77«. (0) + A, 77.,(4r) + • • • + ^. JT<.„(^), 



SO dass wir schliesslich erhalten 

n 

f7=F(;8)+ r(;j»,,,)+9(^,i,) + ^J-+5«+2^A77<.,(^), (25) 

1 

was das ausgesprochene Theorem beweist. 
Wenn man bedenkt, dass aus 

a -\- ßz a — yx 

und aus 



2/ = -(74:fcy. ^ = 2(y + *^)' = (:rp^-^ 



A 



folgt, dass somit ;er und rj sich rational durch x und y aus- 
drücken, also in den obigen Funktionen jene durch diese er- 
setzt werden können, so ersieht man, dass obige Funktionen 
in (25) ihre Art beibehalten als Funktionen von x und y. 
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Wir sehen mithin, dass wir das allgemeine elliptische 
Integral 



U=ff{x,yR(x))dx 



zu berechnen im Stande sind, sobald wir die drei Normal- 
integrale berechnen können.*) 

Diess letztere wollen wir nun darlegen. 



*) Hierbei ist von der Ausführbarkeit der algebraischen Opera- 
tionen, als z. B. das Auflösen der Gleichung n*®^ Grades g(J) = 0, um 
ttj* ••• a^* zu finden, abgesehen. Sollte die Gleichung g(J) = eine 

y-fache Wurzel J == a* haben , so würde 

als Partialbruchzerlegung sich ergeben. Man sieht nun leicht, dass 
durch bekannte Eekursionsformeln jedes der 

A^'^ dz 



J 



auf die Normalintegrale reduzirt werden kann. 
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66. Wir schreiten zuerst zur Bereehung des Integrales 
I. Gattung 

z 
U = ( \ ^'_ =r-^ (26) 



unter der Voraussetzung, dass | x | < l ist, was, wie wir 
sahen, durch eine passende Transformation stets bewirkt 
werden kann. 

Unter dieser Voraussetzung ist 



n 

T 



^ ^ /] dz ^ r dtp 

"j I y(l — ;5*)(1 -x«;f*) '^J y 1 - X« sin» (p 



und (27) 

n 
1 ~2 

j^ {*\ dz f* dq> 

j I y(T- z^(i - i' ^ö ~J yT—x'« Bin« 9 



U 



reell und positiv, wenn x reell ist. Für imaginäre x ist 

aber in 

K, __ JK' 

K ~ K 

der Koeffizient von i stets positiv. (Vergleiche die Note 
S. 180.) 

Setzt man nun 

und konstruirt die -ö*- Funktionen mit Hilfe von o, o', was 
möglich ist, da der Koeffizient von i in — = i-^ positiv ist, 
so kann man für jeden gegebenen Wert von u 

*3 «'oW ^ '' 
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berechnen und das Integral (26) giebt uns umgekehrt für 
jeden Wert von z bis auf Vielfache von 4 -ZT und 2K^ das 
zugehörige u. Um einen der Werte von u in eine konver- 
gente Reihe zu entwickeln, verfahren wir folgendermassen. 

Für Werte von g, die der Bedingung | x^ | < 1 genügen, 
wird die Reihe 

(i-xvr^=i+i(x.)*+i^(x.)*+...+^^-i^(x.)«« + .. 



2V-/ I 2-4 

konvergiren, und es wird 

z 

dz 



Jv^- 





sein. 



z^){l — %^z^) 







dz 



-d[G^{z)VY^^n, 



Nun ist 

_2 »4 "• 2n z^'^dz 

1 . 3 • • • 2w — 1 Vi z^ 

wobei 



n /\ I 2 o , 2-4 r , , 2-4. --Bn — 2 «„ . 



(29) 



sich ergiebt. 
Setzt man 

so wird 



^ 1 • 3 • • • 2n — 1 

" ~ ~2"-4...2w ' 



^ ^ 







,2 



= C>,arcsin;8: — Cnyl—^Gnix)] 

eine Konstante ist rechter Hand zuzufügen nicht nöthig. 

Führt man diesen Wert des Integrales in die rechte 
Seite von (a) ein, und setzt 
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SO wird 



00 



u = Äarcsin;? - yT^T? ^a'x'^önC^), 



wo die Summe der rechten Seite wegen der Grösse a^, deren 
Modul kleiner als 1 ist, für kleine Werte von \z\ gut kon- 
vergirt. Sie konvergirt jedenfalls, so lange | x;s? | < 1 ist, also 
für jgf = 1, und da u = K wird, so folgt 

und daher 

oo 

,t = i^ arc sin« - }/\ — z^'^ü^^x^'G^iz) (30) 

n ^^\^)^^ \ 2.4.6...2n / ^ ' 

Aus dieser Gleichung ersieht man nun auch die Viel- 
deutigkeit von u. Dieselbe hängt nämlich von der von arcsiujS? 

und yi — z^ ab. Behält die letztere ihr Vorzeichen, so ist 
arc sin^ef unbestimmt um 2%, indem 

X = arc sin;? + 2nn 

stets ;e? = sina; liefert und also ist xi unbestimmt um 4£ 
Da auch 



/, 



dz 



,—= = \\og{z - iVl — ?) + I 
yi ^ z* ^ ^*2 



ist, so kann man 

QO 

u 



-K=^log(ß - iVT^z^) -yT^z'2:Cn'x'''G„iz) (30a) 



setzen, woraus die Vieldeutigkeit wieder ersichtlich, da der 
Logarithmus um 2ni unbestimmt ist. Aus dieser Form er- 
sieht man aber auch einfach das Verhalten von w, wenn an 

Stelle von + V^l — z* gesetzt wird — V'l —z\ Denn da 
log (^ - i}/!^^-^) + log {z + iYl'^^^) 

= iog(;g - iyi'^7) {z + ?yi - z^) = 

ist, so folgt, dass für diese Zeichenänderung 

BoBXK, eil. Funktionen. 14 



210 V. Berecbnnng der Integrale I., II. und III. Gattung. 



oo 






1 

00 



wird, oder 

tf'- js:= — (n — Z), 

d. h. bleibt dasselbe und wird für 



beschriebenen Kreises 



y =yi — ^ . yr^xß^ 

eingeführt, 

- yr^J^ . l/l - x2^% 

so geht w überin w'= 2-K^ — u. Dies stimmt mit den S. 178 
gefundenen Resultaten vollkommen überein. 

Aenderungen um die andere Periode 2Kj^ können hier 
nicht auftreten, da wir |x;s?|<l als Konvergenzbedingung 

aufstellten, also ß den Punkt - nicht umkreisen kann, mithin 

ein Unbestimmtheit derart nicht eintreten kann^ dass einen 
der Linie -4, Fig. 49, äquivalenten Weg beschreibt, weil 

immer innerhalb des mit der Länge - 

bleiben muss. 

Es lassen sich übrigens Reihenentwickelungen aufstellen, 
die dieser Beschränkung für nicht unterliegen, und die für 
jedes konvergiren, wie Herr Weierstrass in seinen Vor- 
lesungen über elliptische Funktionen gezeigt hat. Diese lassen 
auch die Unbestimmtheit von u bezüglich der anderen Periode 
2 Kl ersehen. 

67. Wollten wir nun zur Berechnung der Litegrale II. 
und III. Gattung übergehen, so würden wir sehen, dass wir 
hierzu die -ö'-Funktionen für einen beliebigen Wert von u zu 
berechnen im Stande sein müssen. Nun schreiten die 'ö'-Funk- 
tionen nach Potenzen von 

.0)' K 

Ttt — — n— 

q = e "*= e ^ 

fort. 

Man könnte nun diese Grösse berechnen, indem man K 
und Kl berechnet. Aber wie die Formel (30) zeigt, kon- 
vergirt die Reihe für K schlecht, wenn x grösser als ^ ist 
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Man konnte eine ähnliche Reihe für K aufstellen, die 
von 7c genau so abhängt wie in (30) K von k, Ueberdiess 
ist, da K' und K von x. abhängen; q blos eine Funktion 
von X und es ist ein Umweg, zuerst K und K' zu berechnen 
um dann q berechnen zu können. Es ist wünschenswert q 
direkt aus x durch eine hinreichend konvergente Reihenent- 
wicklung zu berechnen. Diess wollen wir thun. 

Wir setzen x* = A und stützen uns auf die S. 100 auf- 
gestellte Formel 

OD 



2 3^^ 3 

i^'=i^=& = - ' 



1 

^ "^ 1 -]- 20 4- 2a* 4- 20« -I ' ^ ^ 



+ 22 + 2g* +2«« + 
indem wir voraussetzen, dass in den -ö'-Funktionen 






q = e^ 

eingeführt wurde. Unsere Aufgabe wird sein, aus der Gleichung 

für j/x den Wert q zu berechnen. 

Erhebt man beiderseits zur 4. Potenz, so wird 

_ I6g(l + g» + g^ + ...)* 
''— (1 + 23 + 2g*...)* 

Für sehr kleine Werte von | q \ wird, da der Nenner 
nahezu 1 ist, | k \ sehr kleine Werte annehmen, also kann man 

A = 162(1 +a3 + a2'H ) 

setzen. Aus dieser Beziehung folgt aber, dass in erster An- 
näherung für sehr kleine { q \ 

wird, also dass für kleine |A| eine Reihenentwicklung 

2 = i^A(l + «A + ^A2 + ...) 
existirt, die für kleine | k \ konvergirt. Wir setzen 

2 = i^Tr^[l + ?W], (b) 

wobei 5ß(A) die Potenzreihe aA + /JA^ + -«- bedeutet, also 
^(0) = ist. Wir wollen nun zeigen, dass 5ß(A) auch noch 

14* 
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für A = 1 konvergirt und lauter positive Glieder besitzt, so- 
bald X reell ist, welchen Fall wir fiir das Folgende der Ein- 
fachheit wegen vorauszusetzen. 

Führen wir neben A = y^ auch 



oo 



(l-A)l=ri=Vx'=J = 



i + z^i-if^" 



oo 



i + a^ä" 



ein und setzen 



A,t = . (c) 

1 + r^ 

Da wir wissen, dass für reelle Werte von x auch x reell 

und positiv ist, so ist X'i reell und A^i auch reell und kleiner 
als 1. 

Nun ist 

1 -^ X'^ ^3 + ^0 

und da 

^3 = 1 + 22 + 2^^ + 22« + 2q'' + . . . + 23»^ 
-^0 = 1 — 22 + 22^ — 23» + 22'' (— 1)''22**' 

so ist 

^3 — -^0 = 42[1 + 2' + a"" + • • • + 2*«(«-^> + • - •] 
^3 + ^0 = 2[1 + 22^ + 2q'' + . . . 22*«* + • • •], 

mithin 

^^ ^ 1 ^ (1 - x)t ^ 2g(i + g"-' + a^ ' + g*«(«-^^ -f . . .) ,. 

Aus dieser Gleichung ersehen wir, dass der üebergang von 
A zu Ai äquivalent ist dem Uebergange von q zu g^, wie man 
aus dem blossen Anblick der Formeln (a) und (a^) ersieht. 

Nun ist für sehr kleine A der Werte (1 — X)i nahezu 

gleich 1 und daher 1 — (1 — X)^ oder A^^ selbst sehr klein 
und es wird sich q daher als eine Potenzreihe von A^ ent- 
wickeln lassen, die mit A^ selbst verschwindet. Nach der 
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obigen Bemerkung aber, dass bei dem Uebergange von X zu 
X^ ...q übergeht in q\ ersieht man aus (b); dass 

g* = ^i[l + «ß(>l.)], qj(0) = (b,) 

wird. 

Geht man nun von X^ zu X^ ^.uf dieselbe Art über, wie 
man von X zu X^ überging^ d. h. setzt man 

^2 = y, (ag) 

1 + (1 - ^ir 

so muss 

g(4)'_^|;i + 5ß(A,)], qj(0) = (b,) 

und alsO; wenn man zu A„ angelangt ist^ 

2*- = i-[l + 5ß(A,)]...$ß(0) = (b„) 

oder 

4»log2 = log^ + <p(A„), 

log [1 + qj(A„)] = (p(A,) 

setzt, wobei g)(A„) wieder eine für kleine A„ konvergente Potenz- 
reihe sein wird und 

(p(0) = log 1 = 
ist. Aus (bn) folgt nun 

und da bei wachsendem n... Xn stets kleiner als 1 bleibt, also 
g){Xn) noch konvergirt, so ist 

log 2 = lim [^ log ^J . (d) 

Den Grenzwert rechter Hand berechnen wir nun auf andere 
Weise. Es ist 

.i^i^lSl^ (c) 

und 

i log A, = log [1 - (1 - X)i] - log [1 + (1 - X)i] , 



sein, wenn man 
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also 

j_ ^ = ^ r (1 — ^r^ , (1 — xr^ 1 

^ h 4 Li _ (1 _ ;i)i 1 + (1 - X)iJ 

dX (1 - a)~"* 



^ 1 — (1 — X)"i 

Da nun für | x | < 1 sowohl 

(1 - A)-*= 1 + |AH 

als auch 

(1 — l)-i = 1 + |A H 

lauter positive Koeffizienten enthalten, so wird dasselbe für 

i[(i - ^r* + (1 - A)-ij = 1 + ^A + ■ .. = 1 + xt'(i) 

gelten (^'(^) ®^^® Potenzreihe mit positiven Potenzen). Hier- 
aus ergiebt sich 

i.^ = ^ + ^'(^)^A, 

also ist 

\ log Ai = log A + log c + ^(A) , 

wo ^(0)=0 sein soll und ^(A) eine Potenzreihe mit lauter 
positiven Koeffizienten ist. Um c zu bestimmen^ ersehen wir, 
dass aus 

A,i = cAe^(^)...c = [y 

folgt. Nun folgt aber aus (c) 

Uf\ _ 1 [ i - (1 - X)i '\ _ j_ 
L iJ ^ 2 l i J 8 

und daher c = ^, somit dass 

I log A, = log I + ^(A) . . . ^(0) = 

ist. ^(A) konvergirt noch für A = 1, denn da ^(A) für alle 
Werte kleiner als 1 konvergirt und für A = verschwindet, 
so stellt sie stets die Funktion 
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dar, so lange | A | < 1. Nun hat die ^(A) lauter positive Koeffi- 
zienten und 

{ 1^8 ^1 - log T 

wird für A = 1 endlich, nämlich gleich log 8, also muss auch 
^(1) = log 8 sein. 
Da ferner aus 

Ai=-8t[1 + 0(A)] 

folgt; SO ersieht man, dass auch D(A) lauter positive Koeffi- 
zienten besitzt; D(0) = ist und D(l) noch konvergirt 

Aus 



und 



folgt 



-J-logAi — logy + ^(A) 



~ log 16 = log 2 



i^of^^^-ios^^ + m. 



Gehen wir nun von Aj zu A^ über, hiervon zu A3 u. s. w. 
so erhalten wir folgende Reihe von Gleichungen 

• i log ^ = log ^ + V(A.) 
i. log i = log ^^ + V(A.) 



wo die Potenzreiheu rechis alle noch konvergiren für Xt = l. 
Multiplizirt man die Gleichungen der Reihe nach mit 

^ J^ 1 1 1 



9 • 



42 y 43 n- 
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und addirt sie, so erhält mau 



Die Summe rechter Haud konvergirt, wenn n ins Unendliche 
wächst. Denn da | A | ^ 1 ist, so sind alle A^ , Ag . . . A„ . . . A^o 
kleiner oder gleich als 1 und die Potenzreihen ^(A^) konver- 
giren alle, sind also alle endlich. Sei g eine Grösse, die 
gleich oder grösser ist als die grösste von den ^(A„), so 
dass also 

9 ^ I HQ I 

für alle v, dann wird 

n — 1 n — 1 



d. h. 





n—1 



und mithin 









d. h. die Reihe 



00 



2 i- *(^') 


konvergirt. Daher erhalten wir 



n= 00 

und mit Rücksicht auf die Gleichung (d) 



00 



log q = log re + 2 ^ H^v). 


Nun ist 

Ai^l^Jl+DCA)] und a(0) = 0, 
Cl(l) endlich. Ebenso 

A, = ^* [1 + !a(A,). 
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Führt man in diese Reihenentwicklung für Aj die erste 
ein, so kann man, da für | A | < 1 die Potenzreihen konver- 
giren, das Resultat nach Potenzen von A ordnen und erhält 

^ = |^[l+Oi(A)], 

WO Clj (A) konvergirt für | A | ;< 1. 

Dasselbe gilt für A3... A4..., alle sind Potenzreihen von 
A, die für | A | ^ 1 konvergiren und alle haben nur positive 
Koeffizienten. 

Denkt man sich diese Potenzreihen in 

^(AJ, ^(Ag), ^(Ag)... 

eingeführt und ordnet in 



alles nach A, was erlaubt ist, da alle Potenzreihen für | A| < 1 
konvergiren, so erhält man eine Potenzreihe TI(X) mit lauter 
positiven Koeffizienten, so dass also 



00 





ist, und 

log 3 = log ^ + i7(A) (d) 

folgt. 

Nun ist für 

A = l: Ai=l, A2 = l...Av = l und ^(1) = log 8 , 

daher 

[^:;pziHl.)\ =log8>;l = |log8 = logl6, 
d. h. 



^4' 



77(1) = log 16. 

unsere Potenzreihe i7(A) konvergirt also auch für A = 1 
und giebt in der Gleichung (d) den richtigen Wert von 3, 
nämlich log 2 = 0, also g = 1 für A = 1. 

Es ist, da ^(0) = ist, auch 77(0) = 0. 
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Aus (d) folgt schliesslich 

g = ^eirw = ^(l + sß(A)) (e) 

als Potenzreihe von A, von der wir nun wissen, dass sie 
nicht blos für | A | < 1 , sondern auch für | A | = 1 konvergirt, 
da es n(X) thut und dass sie gerade so wie i7(A) lauter 
positive Koeffizienten besitzt. Es ist $ß(0) = und 5ß(l) = 15. 
Da wir nun den Konvergenzbereich der Potenzreihe, also 
die Giltigkeit der Entwicklung (e) kennen, so können wir 
auch die Koeffizienten der Potenzreihe 5ß(A) bestimmen. 

Setzen wir für einen Augenblick A^^ = y, so wird 

_ 2g(i + g ^ + a '* + '") 

y i + 22* + 2a^öH 

und 

(1 + 2if + 22«« + • . •) 2/ = 22(1 + 2« + 2^* + • • •) 
2 = iy + (ö' + 2'* + • • •) y - (ä' + 2** + • • •). (d) 
also in erster Annäherung 

geht man mit diesem Werte in die Gleichung (d) ein, so folgt 

2 = iy + (2t* + 21'" + • • Oy - (2i' + 2i*' + • • •) 
oder, wenn man wieder nur die nächste Annäherung nimmt, 

1 I 1 5 

Geht man mit dieser wieder in die Gleichung ein, so findet man 

s.-f+2(ir+i5(ir 

und sodann 

»--i+2(jr+i5(ir+ 160(1)", 

so dass man durch analoges Verfahren die Potenzreihe von 
y beliebig weit fortsetzen kann und 

2 = | + 2(fr+15(|-r+150(|f+--. (e) 
oder 

2 = i K^ + 2(^y + 15('^)' + 15o(^)" + . . . (f) 
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erhält, wobei 

ist Wir wissen, dads unsere Reihe für A = 1 d. h. Aj* = 1 
auch noch konvergirt und gleich 1 wird, so dass 

1 = 1 4- 1 + i^ J150 

sich ergeben muss. Brechen wir nun die Beihe (f) bei dem 
Gliede 

ab, so werden wir dabei einen Fehler machen, der desto 
grösser ist, je grösser X^ ist, da die Reihe lauter positive 
Glieder besitzt, daher am grössten, wenn A^ = 1 ist. Dieser 
Fehler ist aber 

1 _ (1 + 1 + 15 + 152) = L8i! . 

\2 "^ 2* ' 2® ^ 2^V 2** 

Nun tritt zu diesem Fehler in der Reihe f noch ( ^) 

zu einer Potenz, die grösser ist als 13 ist, als Faktor hinzu, 
d. h. der begangene Fehler ist jedenfalls kleiner als 

13 



m' 



1847 , , 13 1847 

13 oder Ai^ .-,-,-, 



2 / 2^* ^ 2' 

was in Anbetracht dessen, dass | A^ | < 1 ist, eine sehr kleine 
Grösse ist. Die Reihe (f) ist also eine sehr gute zur Be- 
rechnung von q.*) 

Wenn wir aber auf diese Art q direkt aus x erhalten 
können, so können wir auch K und K' einfacher berechnen. 
Es ist nämlich 



also 



und 

(g) 



Q = 


= e 


- n 


K' 

K 

f 


logg 






7C j^- 


r — 




K 

n 


logg. 



*) Die vorstehende Entwicklung ist nach den Vorträgen des Herrn 
Prof. Weierstrass durchgeführt. 
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Kennen wir also K und q^ so ist K' auch gegeben. Nun 
haben wir auf S. 180 gesehen, dass 

ist, und daher liefert die Gleichung 



|/^=l + 22* + 2g* + 22« + 2g'« + ... (h) 

den Wert von Jf, sobald q aus (f) bestimmt ist. Wir sehen 
also, dass sobald q gegeben ist, auch die Grössen JT und K' 
daraus berechenbar sind. 

58. Wir gehen nun dazu, die elliptischen Normalinte- 
grale II. und III. Gattung durch das elliptische Integral 
I. Gattung auszudrücken. 

Als Normalintegral IL Gattung nahmen wir nach Le- 
gendre das Integral 

z 



■J\ 



V(l _^;«)(1-.hV) 

an. 

Setzt man = su, so wird, da 

dz 



du = —— 



ist. 



u 



J =Js^udu. 



Wenn wir nun s^xi in integrabler Form durch die 
-ö*- Funktionen ausdrücken, so haben wir das Verlangte ge- 
leistet. 

Wir haben auf S. 125 Formel 32 erhalten 

Beachtet man, dass 

du dv u \ I / 

d^o ( ti — v) dd'^ju — V) ^/, X 

du dv " ^ ^ 

ist, wo 
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sein soll, so liefert die angesetzte Gleichung durch DiflFeren- 
tiation nach v 

und durch nochmalige Differentiation nach v, wenn man dann 
V = setzt und beachtet, dass 

ist, 

oder, wenn man durch d'^^^d'Q^u dividirt, 

* 

In andrer Form geschrieben 



Da nun 



ist, so folgt 



und 



hieraus 



mithin 



0^3 



^l = ^'9'o'9'2'9-3 



^/'^a = -i?- «9- 2 _ ^^L — « 
^0^4 2^^2 — ^^2 — »t 






x*-* ö-Q x'-* du 



u 



ß 



5.„rf„_ l*o".. Idlog*,« 








Es eri^iebt sich also 



j(„) = \ %: „ _ -\ §:« (31) 



=/ 



dz 
U 



^ y^i - z'){i - ^'z^y 



222 V. Berechnung der Integrale I., 11. und III. Gattung. 

Hat man für irgend einen Wert von z das zugehörige 
xi berechnet, so liefert die Formel (31) den Wert von J für 
dasselbe z. 



Es ist 



da 



also 



ist, mithin 






sich ergiebt. 

Man nennt E das ganze elliptische Integral II. Gattung 
und es ist 

da für u = -J = K sieb z = 1 ergiebt. 

Führt man E ein, so wird (31) die Form 

annehmen. 

Beachtet man, dass 

d'^iu + o') = — '^oW^ 

also 

d\og^^(u + (o) ^ & ^'{u + cd) ^ ^o^(re) 

d log ■O'o (w_+_w^) _ ^ /(t< + coQ _ V M 1^' 

ist^ und da 

c} = 2JE:, 0=2-8; 

gesetzt wurde, so ergiebt sich 

J(u + 4:K)==J(ti) + 4E 

J(u + 2K,) = J{u) + 2E^ + ^. ■ (32) 



— (2« +(!>') — 
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Es ist also J{u) eine eindeutige Funktion von w, welche für 
und y unendlich vieldeutig wird, indem denselben Werten 
von 8 und y unendlich viele u von der Form 

u + 4mJ5r + 2m K^ 

entsprechen und J{u) bei Aenderung von u um eine oder 
die andere der Grossen sich um 

4E oder 2E ^ + ^ 
nach (32) ändert. 

Es wird J{u) = <x> für w = y = Z^, da ^o(y) = 

ist. Das entspricht dem Werte 

Da aber noch für den Wert 2K -{- K^im Periodenparallelo- 
gramm unendlich wird, und 

ist, so wird «7(2-2*+ -^1) ^»uch unendlich. 

Für ti = K. wird J(ti) so unendlich wie - — , also ein- 
fach algebraisch. Denn es ist 



also wird für v = 

V 



[ 



endlich und von Null verschieden, daher auch 
was eben ausdrückt, dass J(n) für 
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« = y = -^1 

einfach algebraisch unendlich wird. Dasselbe gilt für 

*) Es sind die elliptischen Integrale II. Gattung diejenigen, welche 
zuerst von dem Mathematiker Fagnano (1700 — 1766) betrachtet wur- 
den und später von Euler (1761) als eigenthümliche Transcendenten 
erkannt, von Legendre ausführlicher studirt und alle derartigen Inte- 
grale auf die drei Normalintegrale zurückgeführt worden sind. Das 
Integral zweiter Gattung trat bei der Berechnung des Ellipsenbogens 

auf. Indem man 

o; = a sin qp 

y = h cos (p 

als Gleichungen der Ellipse ansetzt, erhält man für den von der i/- Achse 
aus gezählten EUipsenbogen 

u 

Führt man 

9? 



J yi — X'' sin* qp 



ü 
und 

£? = sin 9 «= SU 
ein, so wird 

u 

S = « /(l — n^s^u)du = a[w — ^^J(u)], 



also bis auf das Integral I. Gattung unser Normalintegral IL Gattung. 
Hieraus entsprang auch der Name elliptische Integrale, den man dann 
auf alle Integrale von der Form 



ff[x, yB(^]dx 



ausdehnte, in denen f eine rationale Funktion von x und yjR{x) ist, 
wobei B{x) den 4. Grad nicht übersteigt. Jacobi führte (1826) die 
Umkehr z des elliptischen Integrals 



z 



dz 

u ' 



0(1 — Tl^Z^) 

u 

ein indem er dieselbe als elliptische Fimktion von u mit 

z == sin am u 
bezeichnete. (Vgl. S. 193.) 
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59. Wir schreiten zur Berechnung der eHiptischen Inte- 
grale III. Gattung. 

Wir gehen aus von der schon benutzten Gleichung 32 
auf S. 125 

V'^oC« + w)'^o(« — u) = V«V« — ^i^ccd'j^n, 
indem wir in derselben v = a setzen und dann u mit a ver- 
tauschen. Aus denselben folgt 

Nimmt man beiderseits den Logarithmus und differentiirt dann 
nach a, so erhält man 

»^{a + M) "1" »^{a — u) ^ ^ 1 — x^s'as^u* W 

Integrirt man diese Gleichung nach u von bis u, so wird 



u 



o / / 8*udu 0*0 a 1 , ^aC« -<- m) 

x^s asa I g-^ — j— = -^— n — — log ^*) — ' — ( 





oder wenn man 



/• dz 



u 

1 
= su, a = 

setzt, so wird 



P(ti,a)=J-^^ 



Z^) 1/(1 — ^*j(l — x'^i*) 

ö 
u 

1 — x»5»s«M ~ 8 a L-Ö-o« ^* 2 ^S ä-oCa — w)J' ^^^>' 



Dieses Integral P{Uj a) dritter Gattung wurde von Jacobi 
seiner leichten Berechnung halber als Normalintegral ein- 
geführt. Will man das Legendr e'sche Normalintegral be- 
rechnen, so ergiebt sich dieses einfach aus P(tf, a). Es ist 

z z 



U U 

z z 

2 / * ^ /* 



dz 

y 





BoBBK, eil. Funktionen. 15 
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P{u, a) = — a^ n(Uj a) — tt 
n{u, a) = - %^ - r. = - '«VaLPC«, a) + u\. (34) 



a* a 

Daher ist 

e 

dz 







■" ~ ^ J^ L"^^ + ~»,a\ '* + T "^ c azia ^^S VC^T- u) ' ^"^^^ 

M = 1 — 1 , ;2f = sw , a = — = s(cc + KX 

J y(l — ;?^)(1 - x^^^) ' ' xsa ^ » 1^ 

Die logarithmischen ünstetigkeitspunkte des Integrals sind 

u = — a 4" ^1 
und 

für welche 

'^0 (^ "I" ^*) resp. O^o (a — ?f ) 
verschwindet. Für diese ist 

= 5(— a + Äj) = -— a 
und 

£! = 5(a + -ffj) = a. 

Wie man aus (35) ersieht, wird das Integral III. Gattung 
durch Einführung des Integrals I. Gattung nur insofern viel- 
deutig, als es einen Logarithmus enthält, während es als 
Funktion von und y noch unendlich vieldeutig ist in Bezug 
auf Periodenvielfache, da einem je? und y alle Werte 

u + m4:K + m^ 2K^ 

entsprechen, für welche i7(w, a) seinen Wert ändert . 
Wir haben also folgendes Resultat: 
Ist 

und führt man 



-/■ 



dz 

u 

y 





als unabhängige Variable ein, so werden z und y eindeutige 
Funktionen von u und infolge dessen auch alle rationalen Funk- 
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tioneti von z und y. Es toird auch das unendlich vieldeutige 
Integral IL Gattung 

z 

dz 



J y 



J 



eine eindeutige Funlction von u und das Integral III. Gattung 








beJUilt nur die VieMeiitiglceit eines Logarithmus einer eindeutigen 
Funktion. 



15 



VI. Das Additionstheorem fQr die Integrale 

I. und IL Gattung. 

60, Wenn wir 

Z, «2 

dz 
u 



Jyd^z^ii-'^^z-y ^ Jv(i- 



Ö u 



setzen, so ergiebt sich 



J^l = SUj ^2 = ^^ 



und nach dem Additionstheoreme für die Funktion s(u-\-v) 
S. 110 

s{u + v) = - 



1 — 7i^8^V8^U 



_ z. Vi- zjyi -yi^z,^ + z, yi -z^'Vl-'K'z,^ 
Setzt man also c^ = s{u -{- v) d, h. 

I r ^^ 

JV{^^z'){\-^'z'^' 

SO kann man zufolge des Additionstheorems der Funktion s{u) 
das Additionstheorem für das Integral I. Gattung folgender- 
massen aussprechen: 
Ist 

r dz , /• dz^ 

J y{i-z'){l'^^H^z') "•" J VÖ^ z'){i - x"^ 



z* 



^ r de 

,/ 1/(1- «') (!-»»«»)' 



^ (36) 

SO findet zwischen z^j z^j % die Gleichung 

statt. 
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Man kann umgekehrt^ wenn man die Richtigkeit der 
Gleichung (34) direkt beweist, aus dieser das Additions- 
theorem für die doppeltperiodischen Funktionen ableiten. 
Dies that (1761) Euler, Jacobi (1826) erkannte erst die 
Wichtigkeit dieses Satzes für elliptische Funktionen. 

Das Additionstheorem für die Integrale IL Gattung er- 
giebt sich einfach aus der Gleichung (b) S. 225; wenn man 
in derselben v statt a setzt, lautet dieselbe nämlich 

imd wenn ti und v vertauscht werden 
K^u + V) _ ^:^r«) _ 2 ^ _ 2^^sH SV , ^'r." , • 

Addirt man beide Gleichungen, so ergiebt sich 

§:^_^ = 5> + §:£ _ oc^susvsiu + v). (38) 
Nun Uefert die Gleichung (31) S. 221 

^(« + t')•=^■^(« + f)-;^^^^^+T) 

und mit Bücksicht auf (38) 

also ist 

jr(ti + v) = J(u) + J(t;) + sef5vs(t* + v). (39) 



VII. Integrale doppeltperiodischer Funktionen. 

61. Es sei F{ii) eiae eindeutige doppeltperiodische 
Funktion von w, welche die Perioden o und o' besitzt, die 
wir unseren 'ö*- Funktionen (S. 58) zu Grunde legten. Dann 
wird 

F = fF{ii) du 

ausgedrückt durch doppeltperiodische Funktionen mit den 
Perioden o und o', durch Integrale L, II. und III. Gattung. 

Die doppeltperiodischen Funktionen können alle durch 
irgend zwei mit denselben Perioden rational ausgedrückt 
werden. 

Der Satz ergiebt sich sehr einfach mit Bücksicht auf 
die in 34 S. 142 erhaltenen Resultate. 

Nach Gleichung IL kann man 

1 1 

setzen, wobei 

ist. Da ferner F{u) eine eindeutige Funktion sein soll mit 
den Perioden o, cd', so ergiebt sich nach 14 S, 70, dass 

Vi 
1 

ist. 

Wir schreiben 

Fixi) = c -2j'^^^' — d^ 2;Ai — ä^. — 

1 1 

n.— l 



VI i 
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dann folgt 






und da 


21. 

1 


8 


o 1 \— — t/ 








= 


ist; also auch 




X 





m 



2 A log *i (« - /J) = 

1 

ist, wenn ß ein beliebiger Wert ist, so kann man v auch in 
der Form schreiben 

F= C, + 0« -2^,. log —i^ar -2^'. ^ Z(« - «.) 



«.— 1 

" • A, 



1 8 

Nun ist, wie wir sahen, Z<*'"^)(ie — «,), sobald Ä^2 
ist, eine doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden 
o^ o', welche für le = a, unendlich von der h^^ Ordnung 
wird und daher sich rational durch irgend zwei doppelt- 
periodische Funktionen mit denselben Perioden z. B, Z'(u) 
und Z'\u) ausdrücken lässi 

Es ist mithin % 

1 a 
wo 9 eine rationale Funktion der Argumente Z', Z" bedeutet, 

Z(ii — «<) ist ein Integral IL Gattung, welches für m = «,- 
einfach algebraisch unendlich wird, welches sich aber stets 
auf das Normalintegral IL Gattung J(u)y ein Integral L Gattung 
und eine rationale Funktion von Z', Z" zurückführen lässt. 

Aus den Formeln VI S. 61 ersehen wir, dass 
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also ist; 



/ Cü'\ Jti 



du du ' CO 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf Gleichung (31) S. 221, dass 

z(« + |:) = _xvo*) + ^'«-^ (41) 

ist. Aus dieser Gleichung ergiebt sich 

z(« + f + y)=-'cV(M + t;)^(« + t;)-^' 
und mit Rücksicht auf die Gleichung (39) S. 229 

Z („ + t; + ^) = - x^ J{u) + ^n- xV(t;) + ^ v 

— x^susvs{u + v) 

= Z (« + 1") + Z (t) + ■" ) + ^ — x'susv s(u + »). 
Setzt man v ^ an Stelle von v, so wird 

Z(u + v)=^z(u+^) + Z(v)+'^-^^j^y (42) 

Hieraus folgt, v = — «,- gesetzt, 

l 1 — H^s^a^. s't* 



m 

CO 



z(« - «.) = z(« + 1) - z(«.) + ^' - ii- - 



, 8 U 

8 a. + See. 



8U 

SU 



Nun lässt sich s^u und — rational durch Z'(w) und 

SU ^ '^ 

Z"(u) ausdrücken, denn aus der obigen Gleichung 

du du ' a> 

folgt 

und mit Rücksicht auf die Gleichung (a) S. 221 

2' (» + t) = ^' -'''«''«' 

/ 

also wenn u — y ^^ Stelle von u gesetzt wird, 
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« « 



Z"Cm) = 2*" 



8^U' 



also 



s'u 1 Z"(m) 






(43) 



Mithin ist 

Z(m - «,) = Z(« + f ) - Z(«,) + "-* - r,{Z'Z"), 

wenn r,- die leicht herzustellende rationale Funktion von 
Z', Z" bedeutet. Daher kann man 

m 

^Ai,i Z(m - a,) ^Az{u-\-^)-B- r[Z', Z") 

1 

setzen, wenn 

Vi m 



1 

m 



r(Z', Z") = 2^,, in- (Z', Z") 

1 
gesetzt wird. Vereinigt man nun die Konstanten C^, B und 
r(Z', Z"), ^(Z', Z") zu einer einzigen rationalen Funktion 
JS(Z', Z") von Z' und Z", so kann man die Gleichung (40) 
auch schreiben 



du (44) 



r=fF{u) 

= o. + ^z(. + ^:)-j7^,.,,iog^^ 

in welcher Form sie den Satz 55 S. 202 aussagt. 

. Denn F(u) ist als doppeltperiodische Funktion von u 

mit den Perioden g), (o durch Z', Z" rational ausdrückbar, 

und da ,„, ,„, 

-T— == Z oder du = -r^n- 

ist, so folgt 

jF(u)du=Jp{Z',Z")^, 

WO P(Z', Z") eine rationale Funktion von Z', Z" ist. 
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-^1 (t* — «^ 
Die log ^ / _ m führen auf Integrale HL Gattung, 

können aber durch Vereinigung auch Logarithmen rationaler 
Punktionen von Z' und Z" geben. 

Die rationale Gleichung, welche zwischen Z" und Z' 
bestehen muss, wird, da Z' von der zweiten Ordnung un- 
endlich für u = wird, von der Form sein 

{Zy = G2(Z'3 + SZ'2 + OZ' + D), 

wobei sich B,CyD leicht aus den Gleichungen (43) bestimmen, 
denn es ist 



S'U 



= 4(l-J-)(.»--l-)^. 
Also ist 

(ZT = - 4 (z'+ 1 - ^) (z' + X* -^) (z' - f ), 

welches die verlangte Gleichung ist. 



Anhang. 

Anwendang der Theorie der elliptischen Fanktionen auf 
Kurven /^*®' Ordnung mit ^n{n — 3) Doppelpunkten. 



I. Kurven dritter Ordnung. 

1, Die Kurven dritter Ordnung zerfallen in zwei wesent- 
lich verschiedene Geschlechter. Die einen besitzen einen 
Doppelpunkt und werden daher von jeder durch diesen 
gehenden Geraden in cifiem variablen Punkte geschnitten, 
dessen Koordinaten sich dann als rationale Funktionen eines 
Parameters darstellen lassen, als welchen man den Parameter 
des Strahles durch den Doppelpunkt benutzen kann, um- 
gekehrt muss jede Kurve dritter Ordnung, deren Gleichung 
X = R{t), y = Ri(t) ist, in der R und üj rationale Funktionen 
von t sind, einen Doppelpunkt besitzen.*) 



*) Jede Kurve n*®' Ordnung, deren Koordinaten rationale Funk- 
tionen eines Parameters sind, hat ^(n — 1) (n — 2) Doppelpunkte. 

Denn ist ihre Gleichung x == — 7-— , y = -^/rr- , wobei r, r, , o ratio- 

nale Funktionen n*®' Ordnung in t sind, so wird für einen Doppel- 
punkt t die Werte t' und t" ^ t* haben, während x und y dieselben 
bleiben. Daher müssen t' und t" die Gleichungen: 



oder 



1 rr(0 r(f)-\_ 

1 rn («') _ n_(01 _ o 



f 



-V ['-(«XO - »•(«'>«')] = 



i — t 

Yz-c ['•.(«')e(«") - »■.(«")?(<')] = 

befriedigen. Hiervon sind nur auszuscheiden die (n — 1) Werte i , die 
ausser einer Wurzel i" noch ^if) = befriedigen. Eliminirt man 
aus den Gleichungen <", welches in ihnen ebenso wie *' im (n — 1)*®** 
Grade auftritt, so erhält man G{^) = 0, welche Gleichung i in 
der Ordnung (n — 1)* enthält. Scheidet man obige (n — 1) Werte, die 
^(Q = befriedigen, aus, so werden die (n — 1) (n — 2) übrigen 
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Die Kurven dritter Ordnung ohne Doppelpunkt bilden 
ein anderes Geschlecht. 

Da jede Gerade, die durch einen Punkt der Kurve geht, 
noch immer in zwei variablen Punkten schneidet, so ist es 
nicht möglich, die Koordinaten der Punkte der Kurve als 
rationale Funktionen eines Parameters darzustellen; versucht 
man es, so muss man auf Irrationalitäten stossen, wie wir 
gleich sehen werden. Da nun die irrationalen Funktionen 
nicht eindeutig sind, so ist ein Rechnen mit denselben nicht 
so einfach und es ist stets vom Vortheil, wenn man statt 
vieldeutiger Funktionen eindeutige einführen kann^ selbst 
wenn diese einem höheren Gebiete entnommen sind. Wir 
werden nun sehen, dass man die Koordinaten der Punkte 
der Kurve dritter Ordnung als eindeutige doppeltperiodische 
FunJctionen eines Parameters darstellen kann, und hierdurch 
die irrationale algebraische Funktion durch eine eindeutige 
Transcendente ersetzt hat. 

Die allgemeine Gleichung der Kurve dritter Ordnung 
hat die Form: 

f{x, y) = A^y^ + B^xy^ + C^x^y + B^x^ + A^x^ 

+ 2B,xy + C,f + A,x+2B,y+A, = 0, (1) 

dieselbe besitzt bei allgemeinen Werten der Koeffizienten 
keinen Doppelpunkt, denn für einen solchen müsste 

' (2) 

sein für Werte x, y, die auch (1) genügen. Eliminirt man 
daher aus (2) und (1) die Kocrdinaten x, y, so erhält man 
eine Relation zwischen den Koeffizienten der Gleichung, die 
nicht stattfinden muss, sobald die Koeffizienten beliebig sind. 

Werte t\ welche G(1f) = machen, die verlangten Gleichungen be- 
friedigen. Würde man aber t' eliminirt haben, dann würde sich 
G{t") = ergeben haben, wo (r = dieselbe Gleichung für t", wie 
früher für t' wäre, d. h. die (n — 1) (w — 2) Wurzeln von G(«') = 
sind gleichzeitig Wurzeln von G{t'') = oder die Wertepaare t' und 
t" geben ^ (w — 1) (n — 2) Doppelpunkte der Curve n^^ Ordnung. 
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Findet sie statt ^ so hat die Kurve einen Doppelpunkt; wir 
wollen diesen Fall ausschliessen. 

Setzen vnr die Kurve reell voraus, so sind in (1) reelle 
Koeffizienten vorhanden. Ist a ein beliebiger Punkt der 
Kurve, so wird seine Tangente die Kurve noch in einem 
Punkte a treffen. Wir denken uns nun eine derartige Pro- 
jektion der Kurve gemacht, dass die Tangente aa ins Un- 
endliche fällt und die Punkte a, d in zu einander senkrechten 
Richtungen liegen, die wir zu Richtungen der Koordinaten- 
achsen nehmen wollen, a soll auf der a;-Achse, d auf der 
t/-Achse liegen. 

Um die Form der Gleichung einer so projizirten Kurve 
zu erhalten, auf welche die allgemeine Gleichung stets redu- 
zirt werden kann, durch eine reelle lineare Substitution für 
die X und y, setzen wir in (1), in welcher wir die Koeffi- 
zienten nach der Transformation mit A\ B' ... bezeichnen, 

für y und a;-*« -7-, -r ein, und multipliziren mit ^, dann muss 

für ^ == die Gleichung 

Ä^f + B^xf + G^xhj + D^x^ = 

für (— j die drei Werte 0, 0, cx) liefern, da die Gerade y==0 

den Berührungspunkt a der unendlich fernen Geraden ^ = 
enthält, und a; = den Punkt d. Es muss also 

A' = o, C3' = o, ^', = 

sein, d. h. die Gleichung einer reellen Kurve dritter Ordnung 
kann in der Form 

f{x,y)^B,xy^+A^^ +2B,xy+C, f+A,x+2B,y +Ao = (3) 

angenommen werden, in der die Koeffizienten reell sind. Die 
Tangenten parallel zur y- Achse haben Berührungspunkte, 
deren Koordinaten sich aus 

\^ = B,xy + B,x + ay + B,=^0 (4) 

und aus (3) ergeben. Berechnet man aus (4) y und setzt 
es in (3) ein, so erhält man 

(Ä,x^ + A,x + A) (^s^J + C,) - iB,x + B,f = 0, (5) 
für die Abscissen x eine Gleichung dritten Grades, welche 
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drei von einander verschiedene Wurzeln «j, «g, «3 besitzt. 
Denn würde eine Wurzel x ^= a Doppelwurzel von (5) sein, 
so müsste sie die Ableitung dieser Gleichung auch befrie- 
digen, d. h. es müsste für a; = a die Gleichung (3), (4) und 

■i (4- f L„ = [^»y + ^3 + {B,x + C,) a_^ = 
bestehen nnd da 

^^ — IL.IL 

dx dx ' dy 

ist; so müsste 

j^]^B,y -^ B,) ^ - {B,x + C.)|f] =0 

dy 

sein. Da aber -71 — nicht unendlich ist für x = a, sondern 

dy ' 

null, so muss 

sein. Der Wert « = j^ genügt aber f(Xy y) = nicht, 

also muss (-5 — ) = sein, d. h. für einen solchen Wert 

X = a würde 

/•(^,!/) = 0,1^=0, 1^ = 

folgen oder die Kurve hätte einen Doppelpunkt, für den 
x^=a sich ergäbe. Diesen Fall haben wir aber ausgeschlossen. 
Ist nun «3 < «2 < «1, wenn diese Grössen reell sind, und 
«3 die reelle Wurzel, wenn zwei konjugirt imaginär sind, so 
nehme man die Gerade, welche durch x = a^ parallel zur 
j/- Achse geht, zur neuen j/- Achse und die durch den Be- 
rührungspunkt parallel zur a;-Achse gehende Gerade zur 
neuen a;-Achse. Auf dieses Koordinatensystem bezogen wird 
die Gleichung der Kurve die Form haben 

f(x, y) = B,xy' + C,y' + 2B,xy + Ä,x' + A,x = 0. (6) 

Die Gleichung (5) wird 

(^2^ +A) (^3^+^2)3; — B^^x^^A^B^xipc — a,)(a; — a2)=0, 

wobei 

«1 = «1 — «3 , «2 "= ^2 — "3; ^Iso «1 > ag > 0, 



L Knrven dritter Ordnung. 



241 



wenn a^, «g, «3 reell waren und a^ = a -\' ih, 
wenn «i, «3 konjugirt imaginär waren. 
Der Punkt My dessen Koordinaten 



a — ihy 






y ^^r ==^ 



sind, ist der reelle Schnittpunkt der Asymptote des unendlich 
fernen Punktes der Kurve Cg auf der y-Achse (Fig. 55). 
Die Koordinaten 

gehören dem dritten Schnitt- 
punkte L der Kurve mit der 
rc- Achse an. 

Wird 

__2n - 



gesetzt, so wird die Gleichung 
(6) die Form annehmen: 




Fig. Ö5. 



wobei 



q{x — m)y^ + 2xy + kx{x — Z) = 0, 



9 = 



^ 
B, 



Setzt man für Qy einfach j/, so hat die Gleichung auch die Form 

• {x — m)y^ + 2xy + kQx{x — l) = 0. 

Hierbei kann Iq stets positiv gemacht werden, denn wäre 
Xq < 0, so würde die Substitution x = — x, y' = y auf 
die Gleichung 

{x + m)y^ + 2xy — kQx{x +0 = 

führen. Setzt man daher Xq = c^^ so kann c stets reell 
angenommen werden, wenn die Kurve dritter Ordnung reell 
ist und ihre Gleichung kann daher stets auf die reelle 
Form 

{x — m)y^ + 2xy + c^x{x — = (7) 

gebracht werden und es ist 

<?{x — (^ — m) — x'EJi c^(x — ttj) (x — «jj), 
wobei «1 > «2 sein soll, wenru beide Grössen reell sind. Aus 
(7) ergiebt sich 



BoBXK, eil. Funktionen. 



16 
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— Ä + f/rc [x — c* (aj — l) (x — m)] 



y = 



X — m 



— X ^ c y— x{x — Oj) (a: — Og) 



(8) 



x — fn 



also y eine irrationale Funktion von x. 
Setzen wir aber 



Y = )/— X (x — tti) (x — a^ 
und 

X 

J y ' 

SO wissen wir, dass x und Y eindeutige doppeltperiodische 
Funktionen des Argumentes tv werden, dass also 

x = (p(w), Y=il>{w), 
mithin auch 

y = o{w) 

eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von w wird. 

Um eine bekannte Form dieser Funktion zu erhalten, 
brauchen wir nur tv auf die Normalform zu transformiren. 

2. Wir setzen 

a + (3;? 

und haben die Transformation dadurch bestimmt, dass 

dx 



w 






Xo 



übergehen soll, also nach S. 192, dass den Werten 

X = Oy «2, «1, oo 



die Werte 












■■ 


-1, 


1 


1 

X ' 


entsprechen i 


sollen. 








Hieraus 


ergiebt 


sich 


vor 


allem 






(' 


— X 


\'_ «2 



und 



^^Vß-J^^ (9) 

K«. + I/o, ' ^ ^ 
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also für reelle a^ und % reell und kleiner als 1 ; für kon- 
jungirt komplexe a^ und «g ^^®^ von der Form ixj, wo x^ 
reell ist. Setzt man nun 



+ ^' 



80 folgt für = —^ also a; = «2 



«2 = -^1 f+T = - -^1 ^^ ^- ^- ^1 = - >^^i«2; 



da ferner 

jrr 1 — "KZ 

X «2 -^8 l -L. z 

sein muss, so folgt aus diesen für a; = und 0=1 

1 — n* 

«2«! = -^2-^8 4 

^2 J^8 = 1^ = V«;^2 (>^^ + >^^) ^ 

Daher ergiebt sich 

— x{x — ai)(x — a^ = a,a., {Yä, + l^,)^ ^^ ""(f ^ ^s""'^ ^ 

und wenn 

5* 



«1«2 (V^^i + V(^^^ = 



c* 



gesetzt wird, da es für eine reelle Kurve stets positiv ist, 
so wird 



r= /_ a?(rr - aj (a; - a^) = y — ^i^^^ ' 



und 



dx 2cya^a^ dz {-{CW 



|/_ x(x — a,) {oc — aj) ^ |/(1 _ V) (1 — xV) 

oder 
wenn 

z 

dz 






£;*) (1 — x«0 




«0 



^8) (1 _ X«;?«) 
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gesetzt wird, und 0^ der Wert ist, welcher x ==* Xq, r= Y^ 
entspricht. Dann ist aber 

h cuJu 



Z = SU 



r= 



also 



c (1 + s«*)*' 



X 



= — |/«ia, - 



1 — st* 



+ st* 



2/ = - 



cn 



et* + 2acz^t* 



1 + st* 



(1 _ SU) + 



w 



l/«ias 



(1 + st*) 



(11) 



Diese Gleichungen kann man noch etwas transformiren. Da 
^ = m, 2/ = w die Koordinaten des Punktes M. (Fig. 55) 
sind, dem ein Wert w = ft entsprechen soll, so muss 

= — ya^a^ - 



m 



n = 



+ s^ 



c^ 



Cfl + ^cicJfi 



1 + S(l 



(1 - Sfl) + 



m 



sein; nun giebt die erste 



Vai(h 



. (1 + Sil) 



m 



Va^a^ 



(l+5ft)+ l-5ft) = 0, 



d. h. die zweite würde n == oo geben, wenn nicht 

Cft -f" 2ac^ii = 

wäre. Da n endlich ist, so muss also 

Cfi ^ j m 1 — Sfl 



2ac = — 



^[1 



und 



1 + 8(1 



sein. 



Dann nehmen die Gleichungen (11) die Gestalt an: 

1 — st* 



X 



y = 



V«l«2 1 



= (p(u) 



cu 



+ st* 
cuJti — cfjbdu 1 A- Sil - / N 

— - — -y-^ = 0(u). 

SU Sil /IlL ^ ^ ) 



(12) 



1 -\- SU SU — Sf* -^|U. 

Es bietet weiter für uns kein Interesse diese Funktionen 
von u in solche von w zu verwandeln. Da die Gleichungen 
(12), resp. (11) die Gleichung (8) oder (7) identisch erfüllen 
für alle Werte von u, sobald nur tc aus der Gleichung (9) 
bestimmt ist, so haben wir in (12) die Koordinaten der 
Kurve dritter Ordnung, deren Gleichung, ohne die Allge- 
meinheit der Kurve zu beeinträchtigen, in der Form (7) 
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angenommen werden kann^ als doppeltperiodische Funktionen 
eines Parameters dargestellt. 

3. Die Form der Gleichungen (11) oder (12) erlauben 
auch den Verlauf der Kurve dritter Ordnung C^ zu über- 
sehen. Wir setzen die letztere reell voraus, also in (7) 
reelle Koeffizienten, und unterscheiden zwei Fälle. 

I. öj, «2 sind reell, x also reell und kleiner als 1. Die 
Periode AK ist reell, 2iJ5r', rein imaginär. 

Die Gleichungen (11), in denen V'«ia2? 2ac, m reelle 
Grössen sind, zeigen, dass x und y nur dann reell sind, 
wenn su , (?u und cu^u gleichzeitig reell sind. Ein 
Blick auf die Figuren 26, S. 135 lässt uns erkennen, 
dass diess nur der Fall ist für reelle Werte von u 
und u — iK". Umgekehrt müssen sich für u reelle 
Werte oder solche von der Form u + iK' (u reell) 
ergeben, wenn x und y (d. h. der Punkt der Kurve) 
reell sind. 

In diesem Falle besteht also die Kurve dritter Ord- 
nung aus zwei getrennten Zügen, von denen der eine 
reellen Werten ii, der andere Werten u -{- iK' (u reell) 
entspricht. 

• Da der Punkt M (Fig. 55) x = m, y = n ein 
reeller Punkt der Kurve ist, so ist ft oder ft — iK' 
reell. 
II. «1, «2 sind konjugirt imaginär, x ist rein imaginär, K 
reell und K^ = 2jS^+ iK' , K wieder reell. 

Die Figuren 27, S. 138 lehren uns, dass 5W, (?u 
und cujdxi nur reell sind für reelle Werte von w, dass 
also die Kurve in diesem Falle nur aus einem reellen 
Zuge besteht, dessen Punkte den reellen Werten von 
n entsprechen. 

ft muss in diesem Falle reell sein. 
Da die Funktionen g?(if) und Q>{u) blos reelle Kon- 
stanten enthalten, so werden Werten von u von der Form 
u -}- iu' und u — iu' auch konjungirt imaginäre Werte von 
g?(w) und Q>{u) entsprechen, d. h. die den Argumenten 
u + uf" und u — iu' entsprechenden imaginären Punkte 
von Cj liegen auf einer reellen Geraden. 
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4. Wir können die Null- und Unendlichkeitspunkte 
der Funktionen (p(u) und 0(w) leicht angeben und dann 
diese Funktionen direkt durch -O'-Funktionen ausdrücken. 

Es wird 

(p(u) = oo für M = K, K 

fp(u) = ,, u = 3K, dK 

Jede dieser Stellen ist eine doppelte. 

0(u) wird cx) für tt = 3K und 2K — ft 

0{u) „ „ w= j: „ — ft. 

Der Wert w = SK ist für 0(u) nur eine einfache Unend- 
lichkeitsstelle^ denn es ist 

CU 1 — SU 

1 -\- SU CU 

und CU wird für ti = SK einfach null. 

Bezeichnet man mit @i(tf), ©aW? ^sW? ®oW ^^® ^^^^ 
Thetafunktionen, welche die Gleichungen I, S. 58 definiren, 
wenn man statt o, co' einführt, .0 = 4jS!^ und Sl' = 2K^^ 
wobei K und K^ die Bedeutung haben, die wir ihnen S. 175 
zu Grunde legten, so wird 



X = 0(ti) == — Yaj^a^ 



¥), 



X = 0(u) ^ A 



©,(« — 
®i (« - t) ®' (" + ''^ 



wo -4 eine Konstante ist, die sich für u = bestimmt. 
Führt man also homogene Koordinaten 

1 • 2 • 3 ^^ U/ • U • X 

ein, so kann man 

pa^i = -4, r®i (m - f )1 ' ®i(m — y + «) 

(. OJa = ^, @a (m — ^) @i(m — ?J) @, (« 4- ^) 

QXi= r@j (« — ?^-)l *0i (m — Y + ^) 
setzen, wo die ©j-Funktion den Gleichungen 



(13) 
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@,(M + ß)== — @i(u) 



®i(m + ß') ^ ®i(«)e ^"""^^^ "^ 



(14) 



gemäss sich verhält. Die Konstanten A^, A^ bestimmen 
sich leicht. 

5, Setzt man überhaupt 



— 






und 

«1 + «2 + «3 = « 

A + ft + A = /* 

^1 + ^2 + ^3 = y> 

SO sind unter der Bedingung 



(15) 



(15a) 



die Quotienten -^ und — ^ doppeltperiodische Funktionen 

von w mit den Perioden £1, Sl\ wenn 0i(w) den Gleichungen 
(14) genügt (Siehe Satz 16, S. 76.) Folglich besteht 

zwischen -^ und -^ eine rationale Gleichung, die den dritten 

Grad nicht übersteigt. Denn ist 

\ ÄJg Äg / 

diese Gleichung, so wird dieselbe durch die doppeltperiodi- 
schen Funktionen 

^ = fßiu) = -^ ^1 (^ — «i) ^1 (t^ — «a) ^1 (^ - «s) g^^-^^* 

^ = 0rt^^ = A ^i(^ - ft) <^i(^ - ft) <^i(^- fe) /" ^^* 

identisch erfüllt. 



*) Führt man statt «* . . . w + i 7 ^i^» so wird «/ = a^. — ^ y, 
p.' = (?^. — ^ y, y/ =» y^- — iy und daher a' = a — y = f*'ß — f*ß', 
iJ^csj} — y=s/i2 — vÄ' nnd y' = 0, so dass die Annahme y = 
keine Beschränkung ist. 
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Ist nun 

aXi + bx2 + cx^ = 

die Gleichung einer beliebigen Geraden, so wird 

?fr(w) = a(p(u) + h0{u) + c 

eine doppeltperiodische Funktion von u der dritten Ordnung 
sein, die für w = yi, ^2; Ys unendlich wird, und die also 
auch für drei Werte w = %, 1*2, 1*3 verschwindet, d. h. die 
Koordinaten 

^ = g)(Wl), (filL^), (p(u,^ 
f- = ^K); ^0*2); ^W 

genügen sowohl der Gleichung der Kurve 

als der Gleichung der Geraden 

d. h. jede Gerade schneidet die Kurve nur in drei Punkten. 
Setzt man nun 

4s.ä)=A(i)'+A(s)'(s)+A(-^)(5r+^.(i)* 

+^.(S)'+^.(S)(|)+B.(S)' 

+ C. (|) + (4 (5) 

mit neun willkürlichen Konstanten Ä, B, C an, so kann man 
diese so bestimmen, dass die doppeltperiodische Funktion 

9. Ordnung 

x(u) = F{(p(u), 0(u)) 

eine Konstante wird. Denn x(u) wird für u = yi unendlich, 
so zwar, dass 

L. M. N. 

^ W= (^7zryT)-3 + (T=77 + ^r=i;: + ^+- pos.Pot.(w-y,) 

wird, wo Lif Mi, Ni lineare homogene Funktionen der 
A, Bj C sind. Setzt man nun i = 1; 2, 3 und 
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(S) 



Li = 0, Lg = 0, ig = ) 
Jfi = 0, Jfg = 0, Jfj = 

N, =0, N,=0, N, = 0, 

so erhält man für die neun Konstanten Ä, J5, C neun 
Gleichungen, in denen sie linear und homogen vorkommen. 
Von diesen neun Gleichungen ist eine der letzten Folge der 
übrigen. Denn bestimmt man die acht Verhältnisse der neun 
Konstanten aus den acht ersten Gleichungen, so wird die so 
bestimmte doppeltperiodische Funktion x(u) nur mehr für 
u = y^ einfach unendlich werden können. Da aber nach 
Satz 14, S. 71 eine solche Funktion sich auf eine von u 
unabhängige Konstante reduziren muss, so ist auch ^3 = 
erfüllt. Wird also xW "= C' gesetzt, so folgt 



^3 «4/3 / \ •*'3 .«/3 



als Gleichung der Kurve dritter Ordnung, welche durch die 
Gleichung (15) dargestellt wird. 

Für spezielle Werte von «j, /?,, y» kann es sehr einfach 
gelingen, die rationale Gleichung aufzustellen. Ist z. B. 

Pi — -3- ? P2 — 3 ; P3 — 3 



2i^ 2i^ + si' 2Ä — Ä' 

«1 — -Y~ y ^2 — 3 > «3 — 3 



also 



ß = — 2£l 

y= 



und setzt mau 

QX^=&\U -) &,[U -J—j 0,[U -^— j = (|p,(t*) 

(>^3= ^iW ®l(^-4") ®l(^+^) =9'8W, 



(16) 



so kann man die Gleichung der Kurve dritter Ordnung in 
rationaler Form durch folgende Betrachtungen aufstellen. 
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Es ist 



und 



9's(«) == 9»! (« + ^) = 9>« (« — ^) 

9i(M + ß) = — 9i(m) 
9)s,(tt + ü) = — 9g(«) 
<Psiu + ü) = — 93(m) 

•i^il" + y) = ~ «<)Pi(M)eV"+"s-;ir 



958 



(17a) 



wobei 



2/ri 

3 r3 



, «'=1 



(17b) 



£ = e 
ist. Ferner ergiebt sich 

9^2 (— «0 = — 9i(^) 

9^3 (—w) = — g^siu). 

Vermöge der Gleichungen (17 a) erkennt man, dass 

^^ '^ <PlW <P2(^) «PsW 

eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden ß und 
\£l' ist. Dieselbe kann nur unendlich werden, wenn eine 
der Funktionen q>i(u) verschwindet. Es ist aber 

9^iW = 0furtl= -3-, -3- + I" 

9^2 W = „ 



II — ^ — -| — j — - 



3 



9'3W = o „ «*= 0, 



3 

SV 



3 



3 3 

und für die um ganzzahlige Vielfache von .0, Sl' verschie- 
denen Werte von u. Von diesen Werten fallen aber in 



a' 



Sl 2i2 

- ^^ = -3-, 



das Parallelogramm Sl, -r- nur u = 0, u = 

ö ö 

also kann xi"^) ^^^ für diese Werte unendlich werden. Es 

9),(0) 9>i,(0), <P3(0) = 0, 
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wie aus den Gleichungen (17 b) folgt, also verschwindet für 
w == auch der Zähler von x(u) und da der Nenner nur 
einfach null wird, so wird x(0) nicht unendlich gross sein. 
Es ist auch 

'P^(t)=='^' I"! (t-) = - 9-3 (t) 
/2a\ „ /2a\ /2ß\ 

"pA^) = ^' 'pA-tJ = - fA-Tf ' 

d. h. xM wird auch für u = — und u = -^ nicht unend- 
lieh und muss daher eine Konstante C sein. 

Diese ist von Null verschieden, denn setzt man w == — , 
SO wird, wenn man beachtet, dass 

9'i(|) = 9'3(f) 



ist. 






-i- +2-)jf, (18a) 

.''42/ J ''Avi 



also eine endliche ganz bestimmte Grösse. 
Es besteht somit für alle u die Identität 

d. h. die Gleichung 

wird durch die Werte von iri:a?2*^3 ^^s (16) identisch 
erfüllt oder (18) ist die Gleichung der Kurve dritter Ord- 
nung, deren Koordinaten in (16) als doppeltperiodische ein- 
deutige Funktionen von u dargestellt sind. 

Die Argumente der 0^- Funktion sind so gewählt, dass 
für die reelle Kurve dritter Ordnung, für die Sl reell, Q! 
entweder rein imaginär oder von der Form ^ «ö + «ß/ ist, 
wo Sl{ rein imaginär ist, reellen Werten von u reelle Punkte 
der Kurve entsprechen. Mit Rücksicht auf die Formeln IV 

(S. 61) folgt, dass im ersten Falle auch Werten von der 

Ol 
Form w + — , wo ii reell ist, reelle Punkte der Kurve zu- 

gehören. In diesen Fällen ist auch c reell. 
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Die Kurve dritter Ordnung, deren Gleichungen die 
Form (15) haben, kann einen l^^^ppelpunkt nicht besitzen. 
Denn hätte sie einen solchen und Vären 

«1^1 + «2^2 + %^3 = 
h^l + h^2 + ^8^3 = 

irgend zwei durch denselben gehende Gerade, also 

«1^1 + «2^2 + ^3^8 — ^ (h^i + h^2 + h^s) = (A) 
die Gleichung des Strahlenbüschels, der durch ihn geht, so 
würde jede Gerade desselben die Kurve nur in einem Punkte 
treflfen, d. h. für jeden Wert von l ergiebt sich aus der 
Gleichung der Kurve 

/ (^l> ^2? ^3/ ^^ ^' 

und der Gleichung (A) nur ein bestimmtes Wertepaar von 
— - und * und also aus (15) nur ein bestimmter Wert 

von Uy da dieser den Punkten <ier Kurve eindeutig zugeordnet 
ist*). Das heisst aber, die eindeutige doppeltperiodische 
Funktion 



A = 



Oitpiu) + a^ $(w) + a 



3 



&iqp(t*) + &, $(W) + &8 

nimmt jeden Wert l nur für einen Wert von u an, wäre 
also eine doppeltperiodische Funktion erster Ordnung, die 
aber nach Satz 14, S. 71 nicht existiren kann, wenn sie 
sich nicht auf eine Konstante reduzirt. 
6. Es seien 

^ = f- = <p(w), y = f- = ^W 

die Gleichungen (15) der Kurve dritter Ordnung 

und 

F(x, y) = 

sei die Gleichung einer beliebigen Kurve n^' Ordnung, in 
*) Da — ^ und — ^ doppeltperiodische Funktionen mit den Pe- 

Xq Xq 

rioden 4Ä'== ß und 2Äi = ß' sind, so lassen sich 8(u) und s'(w) 

X X 

rational durch —^ und — ^ ausdrücken und durch die Werte von 8(u) 

und s'{u) ist das Argument u bis auf ganzzahlige Vielfache von 
Perioden bestimmt. 
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der also wenigstens ein Glied n*®' Dimension vorkommen 
mnss. Die Funktion 

wird eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 
£1, Sl' wie q){i() und 0(m) sein, ihre Ordnung ist 3n, denn 
sie wird für u = y^, y^, y^ je von der n^^ Ordnung unend- 
lich, da ein Glied von der Form a^y^—^ in F(Xy y) auf- 
treten muss. 

Es wird also %{\i) auch für 3w Werte von u: u^ Mg-'-^^sn 
verschwinden, wenn wir voraussetzen, dass jeder Wert w*, 
für den nicht hlos x(u), sondern auch 

du ' du"^ > • • • ^^A— 1 

verschwindet, als Ä-facher Nullpunkt gezählt wird, da in ihm 
x{u) Ä-mal verschwindet. 

Für jeden Wert «*,-, für den %(w,) = ist, ergeben 

sich nun 

Xi = g){ui), yi = 0(ui) 

als Koordinaten eines Punktes von /*= 0, die auch der 

^ Gleichung 

F{x,y) = Fi(p(u\0(u)) = O 

genügen, d. h. die auch auf der Kurve F(x, y) = liegen. 
Für jeden Wert Uk, für den x(^*) ^^-iiial verschwindet, wird 
^(ß") J/) = ö ^^^ Kurve f(x, y) = in h aufeinander folgenden 
Punkten schneiden, der Punkt zählt also als soviel Schnitt- 
punkte beider Kurven, als Ux in die Reihe u^^ Mg • • • ^^3» 
eingeht. 

Da x(ti) für u = y^j y^^ y^ nur je von der vü^^ Ordnung 
unendlich wird, so muss nach Satz 15, S. 72 

^i "f" ^2 + ^*3 "f" * • • + **3n = wy (mod. 5i, .a') (A) 
sein. 

Es ist nun wichtig die Umkehr dieses Satzes zu be- 
weisen, d. h.: Hat man 3n beliebige Argumente %, Wg-*-; ^8n> 
welche der Gleichung (A) genügen , so liegen die ihnen ent- 
sprechenden Funkte der Kurve dritter Ordnung stets auf 
einer Kurve n^^ Ordnung, Denn legt man durch die 3w — 1 
Punkte, denen die Argumente u^j u^ » • »Uzn—i entsprechen, 
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eine Kurve n*®' Ordnung, was stets möglich ist, [da diese durch 
^n(M + 3) Punkte bestimmt ist und ^n(n + 3) > 3w — 1 
ist, sobald n > 2 für n = 2 und n = 1 ist, aber 
in(n -f- 3) = 3w — 1], so wird dieselbe die Kurve dritter 
Ordnung noch in einem einzigen Punkte schneiden, dessen 
Argument u der Gleichung genügen muss 

^1 "f" ^ + ••• + ^'8»~i + u =ny-{'k^-{-JcSl' {kyk' ganzeZahlen) 
und da zwischen u^ . , . Ws«— i, u^n die Kongruenz (A) besteht, 
80 folgt aus derselben und der eben hingeschriebenen Gleichung 

WO A, A' irgend welche ganze Zahlen sipd. Da aber 9>(«) 
und 0(u) die Perioden iß und Sl' besitzen, so ist der Punkt, 
dessen Argument ti ist, derselbe wie der, dem das Argu- 
ment tisn zukömmt. 

Sollen also drei Punkte auf einer Geraden liegen, so ist 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 
ihnen zukommenden Argumente der Bedingung genügen 

«1 + ^2 + ^^3 =^ y (mod. Sl, Sl). 
Soll also eine Gerade die Kurve dritter Ordnung in drei zu- 
sammenfallenden Punkten schneiden, so wird das Argument ^ 
dieses Punktes gegeben sein durch die Gleichung 

3w == y + vSl + i/'iß', 
wo V, V irgend welche ganze Zahlen sind. 

Also folgt 



3 ' • 3 

Da man ti um ganze Vielfache von Perioden vermehren oder 
vermindern kann, ohne einen anderen Punkt der Kurve 
dritter Ordnung zu erhalten, so hat man v und v nur die 
Werte 0, 1, 2 beizulegen und erhält im Ganzen neun Werte 
von Uy denen also neun Wendepunkte der Kurve dritter Ord- 
nung entsprechen. 

Ist die Gleichung der Kurve in der Formel (16) ange- 
nommen, dann ist y = 0, also die Argumente der Wende- 
punkte sind in der Form 

u= 

enthalten, d. h. « = ist ein Wendepunkt. 
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Die neun Wendepunkte liegen dann auf den drei Seiten 
des Fundamentaldreieckes und zwar auf 

x^ = die Wendepunkte mit den Argumenten -^7 — ^ — > — ^ 

^ ß Sl + Sl' Sl+ 2il^ 

Für diese Darstellungsform wird die Bedingung (A) die 
Form haben 

% + **2 H + «*3n ^ (mod. Sl, ß'). (A) 

Man kann nun leicht einsehen^ dass jede Gerade^ welche 
durch zwei Wendepunkte geht, noch einen dritten enthält, 

dass es also — • -g— = 12 solcher Geraden giebt und dass zu 

jeder Geraden, die drei Wendepunkte trägt, sich noch 2 
andere zuordnen, die die 6 übrigen Wendepunkte tragen, so 
dass wir 4 Dreiecke haben, deren Seiten je alle 9 Wendepunkte 
tragen. Das Fundamentaldreieck, auf das die Kurve durch 
die Gleichung (18) bezogen ist, ist ein solches Wendepunkts' 
dreiecJe. 

7. Nimmt man die Darstellung (13) oder (12), von der 
wir wissen, in welcher Beziehung sie zur reellen Kurve dritter 
Ordnung steht, so ist 

also die Argumente der Wendepunkte sind 

u — -I - 

oder 



fi + K P^'+K ■ 4g li + K , S-g 

3' 3"'3' ~3"'3 

3 "'s' 3 '"~3~'''~3~' 3 "• 3 "' 3 

_^fi+K AK, _M-A' 4Zi , 4Ä' fi+K 4:K, . SK 

" 3 '' 3 ' 3" ' 3 • 3 ' 3 ' "• 3 "• 3 

und für drei Punkte, die auf einer Geraden liegen, muss 

^1 + ^'2 + ^h ^= TK— (i= — {(i + K) 
sein. 

Ist also 



(S) 
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I. Die Kurve zweitheilig und ft reell, dann sind die Wende- 
punkte mit den Argumenten 

3 ' 3 "i 3^ 3 "■ 3 

reell, alle übrigen sind imaginär und zwar zu Folge der 
Bemerkung auf S. 245 sind die Wendepunkte mit den 
Argumenten 

3 +* 3 ' 3 ^ 3 ■+■* 3 ' 

3 ^3^*3 

konjugirt imaginär zu den Wendepunkten 

3" *3' 3 "'"3 *3' 

ü — ! 1 

3 ' 3 3 

und liegen daher mit je dem darüberstehenden auf 
einer reellen Geraden, die durch einen der reellen Wende- 
punkte geht. Diese drei Geraden bilden das einzige 
reelle Wendepunktsdreieck. 

Ist aber ft —iK' reell, dann werden die Wendepunkte, 
deren Argumente in der dritten Zeile von (S) stehen, reell, 
denn diese kann man schreiben: 
IIA + Z — iK 



+ iK\-^-±^-'^'- + iK' + ^-f-, 



3 

BJC 
3 ' '3 



_ t+J^^^K + iK' + 



Die Wendepunkte, deren Argumente in der ersten 
und zweiten Zeile von (S) stehen, werden wieder kon- 
jugirt imaginär, da man die der ersten Zeile schreiben kann 

3 ^3> 3 "^^S+s' 

PL + K— JK' .K .SK 
3 "■" * 3 +"3" 

und die der zweiten Zeile die Form haben 

3 + 'T^ -- — 3 + ^x + -r' 

— L — f ^ , 

3 3 ' 3 

Diese liegen wieder mit dem dritten reellen, dessen 
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Argument in derselben Kolonne in S steht, auf einer 
reellen Geraden. Diese drei Geraden bilden das einzige 
reelle Wendepunktsdreieck. 

Die drei reellen Wendepunkte liegen auf einer Ge- 
raden, deren zugehöriges Wendepunktsdreieck imaginär 
ist, indem nur noch die gegenüberliegende Ecke reell 
ist, da man leicht erkennt, dass die imaginären Seiten 
desselben konjugirt sind, denn zu jedem Wendepunkte 
der einen imaginären Geraden liegt der konjugirte auf 
der anderen. 
IL Ist die Kurve eintheilig, 4X reell, 2K^ = 2^+ iK' 
und K' auch reell, dann ist ft reell und die Wendepunkte, 
deren Argumente 

3 ' 3 "• 3 ' 3 '•' 3 

sind, sind die einzigen reellen. Die anderen sind kon- 
jugirt imaginär und zwar sind die mit den Argumenten : 

~S ^^3^*3' 3 ^^3^*3' 

(1 + K , 12K .2jr 

"" 3 ^ "3" "i" ^~r 

konjugirt denen, deren Argumente in der letzten Zeile 

stehen, die die Form annehmen (wenn man 2Ki subtrahirt) 

fi + K . 4:K .2K' fi + K 4:K ,2K 

3 "• 3 ^ 3 ' 3 3 ^ 3 ' 

a+K .2K 

Je zwei, deren Argumente hier untereinander stehen, 
liegen also mit einem der reellen Wendepunkte auf 
einer reellen Geraden und diese drei Geraden bilden das 
einzige reelle Wendepunktsdreieck. 

Die Gerade, welche die drei reellen Wendepunkte 

trägt, gehört zu einem imaginären Wendepunktsdreieck, 

von dem noch die gegenüberliegende Ecke reell ist. 

Es sind also von den neun Wendepunkten einer reellen 

Kurve dritter Ordnung stets drei und mir drei reell und von 

den vier Wendepunktsdreiecken ist eines stets ganz reell^ dessen 

Seiten jede durch einen der reellen Wendepunkte gehen. 

BoBEK, eil. Funktionen. 17 
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8. Setzt man zwischen den Argumenten u und v die Be- 
ziehung fest 

wo c eine beliebige Grösse ist, so wird jedem Punkte der 
Kurve dritter Ordnung ein anderer in ganz bestimmter und 
eindeutiger Weise zugeordnet. Die Beziehung ist auch ein- 
deutig umkehrbar. Soll umgekehrt zwischen den Punkten 
einer Kurve dritter Ordnung eine ein -eindeutige Beziehung 
bestehen, so muss zwischen den Parametern derselben die Re- 
lation w = + t; + c statthaben. Denn wäre m = av -)- c, so 
würden dem Punkte, dessen Argument v -|- f*ß + ft'ß' ist, 
alle Punkte, deren Argumente u = av -{- a(fi^ -j- (i£l') -f-c 
entsprechen; sollen alle nur ein bestimmter Punkt sein, so 
muss a eine ganze Zahl sein. Dann folgt aber, dass dem 
Punkte,* dessen Argument n ist, alle Punkte, deren Argumente 

— (w -f- vß + v'ß' — c) = v sind, entsprechen, d. h. die Punkte 

mit den Argumente n —(u — c) -| ^^^ — und diese sind 

a^ verschiedene Punkte, wenn i/, v alle ganzen Zahlen durch- 
laufen. Sollen also auch diese nur einen Punkt geben, so 
muss «^ = 1, d. h. a = + 1 sein. 

Diese eindeutige Tramformation der Ourve dritter Ord- 
nung in sich ist keine lineare bei beliebigem c. Denn sind 
^n^2;^3 die Argumente dreier beliebiger Punkte der Kurve 
dritter Ordnung, welche auf einer Geraden liegen, für die also 

«'i + «^2 + ^2 = y 
ist, so wird für die entsprechenden Punkte Mj, ^2; % ^i® Kon- 
gruenz bestehen 

«*i + ^2 + «*3 = ± y + 3c, 

d. h. die Punkte liegen bei beliebigem c nicht auf einer Ge- 
raden. Setzt man aber für die Transformation 

S'"U=^ V -{- c, c = ^- — ^-^- — ; 
für 

T'"U = — V -{- C, C = -^ + ^^ ; 

dann wird für beide 

Ui + u^ + UQ = y 
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folgen aas 

Vi + v^ + v^ = y, 

d. h. drei Punkten, die in einer Geraden liegen, werden drei 
Punkte entsprechen, die wieder in einer Geraden liegen, die 
Transformation ist also dann in der Ebene der Kurve eine 
lineare (eine Kollineation), welche die Kurve ungeändert 
lässt. Da fi, fi in beiden Formeln nur Werte 0, 1, 2 an- 
zunehmen brauchen, um alle Werte c, die zulässig sind, zu 
erschöpfen, so haben wir 18 KoUineationen der Ebene, welche 
die Kurve dritter Ordnung in sich überführen (die Identität 
fif . . . c = mit gezählt). Andere giebt es nicht, wie man 
leicht ersieht. 

Da die Argumente der Wendepunkte ec?^,^^ durch die 
Kongruenz 

^v,v' = 3^ H -^ — (v, V = 0, 1, 2) 

gegeben sind, so wird die Transformation 

u = v + ^ — '^ — 

den Wendepunkt v = Wy^v' in den Wendepunkt 

wi,i' = g- y H 3 {i = (i + v, A =(t +v) 

transformiren und die Transformation 

, 2y , iiSl + 11 Sl' 

«/ -r 3 -r 3 

den Wendepunkt v = Wv^v' in den Wendepunkt 

«^(>.?' = 3^ H 3 (9 = ^ — «'^ 9 =^ — '^) 

überführen, d. h. diese Transformationen verwandeln das System 

der neun Wendepunkte in sich selbst, wie es ja von vorn 

herein klar ist, dass durch Kollineation ein Wendepunkt nur 

in einen Wendepunkt übergeführt werden kann. 

Da aus 

T *-' u ^= — -y + c 
die Relation 

«« + t; + (y — c) ^ y 

folgt, so liegen die entsprechenden Punkte der Kurve dritter 
Ordnung mit dem Punkte, dessen Argument y — c ist, auf 

17* 
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einer Geraden, und die Transformation T ist die, welche 
durch ein Strahlenbüschel, dessen Scheitel auf der Kurve 
liegt, bewirkt wird. 

Wendet man zwei Transformationen T hintereinander an: 

Ti • • • w = — ^ + Ci 

Tg... t;= — w? + C2, 

so wird das Resultat einer Transformation S: 

M = «; + (Cj — C2). 

Führt man also eine gerade Anzahl von Transformationen 
T hintereinander auf einen Punkt aus, so gelangt man stets 
zu einer Transformation S. 

Eine Transformation S mit einer T kombinirt giebt eine 
Transformation T; denn ist für 

Ti • • • M = — v -^ c^ 
und für 

so wird das Resultat der beiden Transformationen 

w = — «<; -|- (q — Cg) 

eine Transformation T sein. Daher giebt eine ungerade An- 
zahl von Transformationen T hintereinander ausgeführt wieder 
eine Transformation T. Die Transformation S wiederholt 
angewendet giebt nur Transformationen von derselben Art S. 
Für jede Transformation T giebt es vier Punkte der 
Kurve dritter Ordnung, welche mit ihren entsprechenden zu- 
sammenfallen, denn soll u zz v sein , so wird 

2m + (y — c) ^ y 

sein müssen und also 

c , vSl + V Sl' 

d. h. M hat die vier Werte 

2^? s^+a"' 2^ + Y' ^^^ 2 ' 
zufolge der Kongruenz 

2u + (y — c) zz y 

ersieht man aber, dass diese vier Punkte Tangenten besitzen, 
welche durch den Punkt, dessen Argument {y — c) ist, hin- 
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durch geben und da von einem beliebigen Punkte der Kurve 
an dieselbe nur vier Tangenten gehen*), so sind die vier zu- 
sammenfallenden Punkte der Transformation T diejenigen, 
in welchen die Geraden des Büschels, welcher die Transfor- 
mation T hervorbringt, die Kurve berühren. 

In S können zwei entsprechende Elemente nicht zusammen- 
fallen, da aus u^v auch c ^ folgen würde, also S die 
Identität wäre. Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte 
hüllen im Allgemeinen eine Kurve 6. Klasse ein, die 3. Klasse 
wird, wenn c eine halbe Periode ist. [Vergl. Hamack, Math. 
Ann. Bd. IX, S. 96.] 

Man erkennt nun leicht, dass die neun Kollineationen 

involutorische Centralkollineationm mit einem Wendepunkte als 
KoUineationscentrum sind, deren KoUineationsaxe die harmo- 
nische Polare des Wendepunktes ist, d. h. die Gerade, welche 
die Berührungspunkte der drei vom Wendepunkte noch an die 
Kurve gehenden Tangenten enthält. Diese Gerade muss daher 
jeden Strahl durch den zugehörigen Wendepunkt so schneiden, 
dass der Schnittpunkt den Wendepunkt harmonisch trennt 
von den zwei andern Schnittpunkten des Strahles mit der 
Kurve. 

Kombinirt man irgend zwei dieser centralen Kollineationen, 
so erhält man eine Kollineation ä, für die 



*) Denn soll die Tangente eines Punktes u durch den Punkt v 
gehen, so muss 2w + ^ ^ y sein, d, h. u kann nur die vier Werte 

1 1 5il Sl' 1 Sl-\-Sl* 

haben. Vergl. des weitern: Harnack, Mathematische Annalen, Bd. IX, 
S. 1. Ist der Punkt v ein Wendepunkt, also 

1 , vSl + *'''ß' 
" = ?'' + 3 • 

SO überzeugt man sich leicht, dass einer der vier Punkte mit ihm zu- 
sammenfällt, und dass die drei übrigen dann auf einer Geraden liegen. 
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ist, also im Ganzen die acht Eollineationen der zweiten Art^ 
wenn man die Identität weglässt. 

9* Die Gleichung (1) S. 238 der Kurve dritter Ord- 
nung ohne Doppelpunkt enthält neun willkürliche Konstan- 
ten. In den Gleichungen (15) S.247 muss die gleiche Anzahl 
auftreten, hier erscheinen sie aher in ausserwesentliche (dem 
Koordinatensystem anhaftende) und wesentliche getrennt. 

In erster Reihe treten die zwei Konstanten A^'. A^' A^ 
und sieben willkürliche Grössen «,-, /S,, y», auf, da zwischen den 
letzteren die zwei Gleichungen (15 a) stattfinden. Führt man 
aber in (15) w + c statt n ein, so kann man einer von den 
eben erwähnten neun Konstanten einen beliebigen Wert bei- 
legen, ohne die Form der rationalen Gleichung der Kurve 
zu alteriren. Wir haben also acht willkürliche Konstanten, 
welche auf die Gestalt der rationalen Gleichung der Kurve 
Einfluss haben, und mit Hilfe deren wir acht Konstanten 
der letzteren willkürliche Werte (innerhalb gewisser Gren- 
zen) beilegen können. Diese acht Grössen haften dem je- 
weilig gewählten Koordinatensystem an, und ändern sich mit 
der Wahl dieses. Die «,-, /S,-, y,- sind geradezu die Werte des 
Parameters m -f- c für die Schnittpunkte der Kurve mit dem 
Fundamentaldreiecke und die Ai bestimmen den Einheits- 
punkt des Koordinatensystems. Geht man nun von einem 
Fundamentaldreiecke zu einem anderen über, so hat man 
durch die lineare Transformation der Koordinaten acht Kon- 
stanten zur Verfügung, die also im Allgemeinen hinreichen, 
um den obigen acht Konstanten -4,-, «;, /3,-, y^ vorgegebene 
Werte zu ertheilen. 

Als neunte wesentliche Konstante für die Kurve tritt 

St' 
die Grösse 7^- auf, von welcher die ©j- Funktion allein ab- 
hängt, und die durch die linearen Tranformationen der 
x^,x^,x^ umgeändert bleibt. 

Man kann daher den -4,-, «,-, /S,-, y,- die Werte geben, die sie 
in den Gleichungen (16) haben, und weiss dann, dass die 
Gleichungen (15) in diese durch lineare Transformation der 
Koordinaten übergehen. Das Fundamentaldreieck für die 
Gleichungen (16) ist ein Wendepunktsdreieck und da es deren 
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vier giebt, so kann man die Gleichungen einer Kurve 3. Ord- 
nung ohne Doppelpunkt auf vier verschiedene Arten auf die 
Form (16) bringen. Wie man sich leicht überzeugt, wird die 
Form der rationalen Gleichung stets (18) sein. Da es aber 
nur ein vollständig reelles Wendepunktsdreieck giebt (das in 
(16) zu Grunde gelegt wurde), so kann man nur auf eine 
ganz bestimmte Art die Gleichung einer reellen Kurve 3. Ord- 
nung ohne Doppelpunkt durch eine reelle Koordinatentrans- 
formation auf die Form (18) bringen, in welcher dann c 
sowohl als das Koordinatendreieck x^ = 0, a^g = 0, iTj = 
reell ist. 

Die einzige auftretende Konstante c kann durch lineare 
Transformation nicht beliebige Werte für eine gegebene 

Kurve annehmen, sie ist die einzige wesentliche Konstante der 

Sl' 
Kurve, ihr Zusammenhang mit -^, der früher als solche er- 
kannten, ist durch (18 a) gegeben. 

Die Gleichung (18) hat die Eigenschaft, dass sie bei 
allen KoUineationen, welche die Kurve 3. Ordnung in sich 
verwandeln, ungeändert bleibt. 
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10. Hat eine Kurve w*®' Ordnung 

F{x,,x,,x,) = (1) 

^n(n — S) = d Doppelpunkte, so kann man durch diese und 
n — 3 feste Punkte derselben Kurven n — 2*®' Ordnung legen, 
von denen noch 

|(w - 1) (n + 2) — in (n — 3) - (n - 3) = 2 

Punkte beliebig sind, und von denen jede auch durch An- 
nahme von zwei Punkten im Allgemeinen bestimmt ist. Sind 
daher 

<p2\p^lf ^2) "^sy ^^^ ^ 

9?3 {Xi , X2 y x^) == 

die Gleichungen von drei beliebigen Kurven (w — 2)*®' Ord- 
nung, welche durch die d Doppelpunkte und die {n — 3) 
festen Punkte gehen, und die keinem Büschel von Kurven 
(w — 2)*®' Ordnung angehören, d. h. zwischen denen bei kon- 
stanten ^1,^27 K ^^® Identität 

nicht bestehen kann, so ist es möglich, die Gleichung einer 
jeden Kurve (n — 2)*®' Ordnung, welche durch die d Doppel- 
punkte und die (n — 3) festen Punkte geht, 

(P(xi,X2,Xq) = 

in der Form 

9?(a?i, X2, x^j = ^ifpi [x^y X2y ^3) + ^2^2(^1; ^2? ^3) . . 

\ ^39^3 \'^U '^2> '^3) '^^ ^ 

darzustellen, und umgekehrt wird jede Kurve der {n — 2)*®" 
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Ordnung, deren Gleichung von der Form (2) ist, durch die 
d Doppelpunkte und (n ■— 3) festen Punkte gehen. 
Setzt man nun 

f*i2 = 92(^i;^2.^3) (3) 

^^3 = 93(^1, ^2;%) 

und lässt zwischen den Koordinaten x die Gleichung 

F(Xi,X2,X^)==0 (1) 

bestehen, so wird jedem Punkte, dessen Koordinaten x^^, x^j x^ 
die Gleichung (1) befriedigen, ein bestimmter Punkt, dessen 
Koordinaten li, |2? is sind, entsprechen. Durchläuft also der 
Punkt X die Kurve F = 0, so wird der Punkt | eine ge- 
wisse Kurve 

/■(Ilj2>l3) = (4) 

durchlaufen. Eliminirt man x^y x^^ x^, (i aus den Gleichungen 
(3) und (1), so erhält man eine Gleichung 

die den rationalen Faktor /*(|i, Ig; S3) enthält, der gleich Null 
gesetzt, eben die Gleichung der Kurve giebt. Diese Kurve 
ist von dritter Ordnung. 
Denn ist 

^Ibl ~r ^2§2 "T ^353 ^^^ ^ 

die Gleichung einer beliebigen Geraden der Ebene, in welcher 
die Kurve /* = liegt, so entspricht dieser in der Ebene der 
Kurve jF = eine Kurve (n — 2)*®' Ordnung vermöge (3), 
deren Gleichung 

Aj 9)1(^1, X2J X^) -f- A2 9?2(^l> »^2; ^3) T ^S^'sC^i; ^2> ^3/ "^^ ^ 

ist, und diese schneidet ausser in den Doppelpunkten und 
den festen Punkten die Kurve -F=0 nur in 

w(n — 2) — 2d — (w — 3) = 3 

Punkten, die mit Ai,A2,A3 variiren, die sich also von Kurve 
zu Kurve ändern. Diesen drei Punkten von F =0 ent- 
sprechen aber drei Punkte von /*=0, die auf der beliebig 
angenommenen Geraden liegen. 

Die Gleichungen (3) trausformiren also in rationaler ein- 
deutiger Weise die Kurve n^' Ordnung JP" = in die Kurve 
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3. Ordnung /* = 0, so dass jedem Punkt« von F == ein be- 
stimmter Punkt Ton /* = entspricht.*) Lasst man den 
Punkt X die Kurve 2^ = durchlaufen, so wird | die Kurve 
/'=0 durchlaufen, und wenn man auf dem einen oder anderen 
Zuge, der F=0, in einen Doppelpunkt gelangt, wird man 
zu verschiedenen Punkten der Kurve f=0 kommen. 

Da nun durch einen Punkt | der f=0 ein Büschel 



*) Es könnte ein Zweifel für die festen Punkte und die Doppel- 
punkte entstellen, da für diese alle q> verschwinden, aber auch diesen 
entsprechen bestimmte Werte des Verhältnisses f^ : |^ : |g. Denn 
setzt man 

Is ^8 y» 

so werden die Formeln (2) auch in der Form 

92(«»y» 1) 






g = ?l(^' 2/» 1) 



V 



9>a(^.y» 1)' '' 98(^»y. 1) 
geschrieben werden können. Es sei nun für einen der festen Punkte 
^ =* ^1 » y = Vn ^^ ^iö ^1^0 

9i(^i,yi. 1) = 0, qP5}(a?i,yi, 1) «0, 93(^»yi, 1) =» 
ist, dann ist aber 



wo 



t r9i(aj,y, 1)1 
L93(^»y. i)J«=a:, 


^a? ^y (ia; 
^9a 1 ^9^8 ^y 

- ^a: dy dx^ 


X=Xi 


y— yi 


r<P2(^»y»i)1 ^ 

LqPsC^^y, l)Ja:=a:i 

y=yi 


dtpi 1 ^92 ^y 
^a; ^2/ ^^ 

^9^8 1 ^98 ^y 
L ^a? ' öy dx^ 


X = Xi 


y=yi 


a2^(a;, y, 1) 


dy dx 




dx d2 


n^^y.i) 



dy 

ist, vollständig bestimmt, wenn (x^ , y^) kein Doppelpunkt ist. Ist aber 

dx 

letzteres der Fall, dann wird -:;— die Form -^ annehmen und man hat 

dy ■ 

dann für -^ die beiden Werte zu setzen, die sich ergeben, wenn man 
dx 

sich dem Doppelpunkte auf dem einen oder andern Zuge, d. h. in der 
Richtung der Doppelpunktstangenten nähert, wodurch für die beiden 
Richtungen sich zwei verschiedene Werte von |, ij, also zwei ver- 
schiedene Punkte der Kurve /* «= ergeben. 
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von Geraden bestimmt ist, dem in der Ebene von JP=0 ein 
Büschel Von Kurven (n — 2)*®' Ordnung entspricht, die sich 
nur in einem auf F = gelegenen Punkte schneiden, während 
die anderen Schnittpunkte ausserhalb F=0 fallen, so werden 
auch die Punkte von 2^=0 den Punkten von f=^0 eindeutig 
entsprechen oder die Gleichungen (3) sind mit Rücksicht auf 
die Gleichung (1) rational nach den x auflösbar, d. h. es 
folgt aus denselben 

^^1=^1(11,12^3) 

va?2 = -^2(^1, I2; S3) (5) 

*) Der Beweis lässt sich etwa so führen: Sei F(a?, y,l) = die 
Gleichung der Kurve, in der wir x und y bis zur w*®" Potenz auf- 
steigend annehmen und es sei 

Wir nehmen nun einen Wert iCi derartig beschaffen, dass die Ge- 
rade 03 «= Xj die Kurve 2^== in n von einander verschiedenen Punkten 
schneidet, für die y die Werte i/j , y^^ . . . , y^ besitzt , die alle von 

einander verschieden sind und Wurzeln der Gleichung F{Xi, 2/1 1) =^ 
sind. Bilden wir nun 

bpi (^1 , yi , 1) — S^sCa?! , yi , 1)] [qPi (^i ,2/2,1)-- gqPaCa?! ,2/2,1)] ... x 

[qPi («^1 , 2/„, 1) — S 98 (^1 , 2/n» 1)] = ^1 (^1 » 5) 
[9a (^1,2/1» 1)— »?98(^i,2/i, 1)] [92 (^1 , 2/2 , 1) — ^98(^1,^2, 1)] ...X 

[92 (^1 , 2/n» 1) — ^ 93 (^1 , 2/n» 1)] "^ ^2 (^1 > ^). 

so sind Gl und (r^ rationale Funktionen von x^ und § resp. 77, da sie 
beide symmetrische Funktionen von 2/1 , ^2, • • • ^n <^i°d, welche durch 
die Koeffizienten von y in der Gleichung F{Xi , 2/, 1) = ersetzt werden 
können. 

Giebt man nun dem | und rj solche Werte, dass z. B. 

9i(a?i, 2/jfc, 1) — l9s(^i, 2/jfc, 1) = 
92(^1, 2/*, 1) — ^93(^1, 2/jb» 1) = 
ist, d. h. dass je eine Kurve der Büschel 

9i(^, y, 1) — 193(^1 2/, 1) = 

92(^,2/, 1) — »?93(»,2/, 1) = 

durch den Punkt mit den Koordinaten (x^^ yj^ geht, so wird jede 

dieser Kurven F =0 noch in zwei anderen Punkten schneiden, die aber 
nicht auf der Geraden x «=» x^ liegen werden, d. h. die Gleichungen 

0^1(^1,0 = 
ö^2(-^i,^) = 



268 n. Kurven n**' Ordnung mit in(n — 3) Doppelpunkten. 

Die Kurve /*(§,, Ig? I3) = kann keinen Doppelpunkt 
besitzen, ohne dass F(Xiy x^y ^3) = auch noch einen Doppel- 
punkt hätte. Denn würde /* = einen Doppelpunkt haben, 
dann könnte man die Koordinaten der Punkte derselben 
rational durch einen Parameter ausdrücken, d. h. man könnte 

f^ii = ^i(0 

>i3 = ^3(0 

setzen, dann würde aus (5) 

vx^ = R^{t) 

folgen, d. h. die Koordinaten der Kurve w*®' Ordnung würden 
auch als rationale Funktionen eines Parameters ausdrückbar 
sein und F = müsste ^w(n — 3) + 1 Doppelpunkte be- 
sitzen. [Vgl. Anmerkung S. 237.] 

11. Hat nun f=0 keinen Doppelpunkt, dann kann 
man die Koordinaten der Punkte als eindeutige doppelt- 
periodische Funktion dritter Ordnung darstellen und man kann 



haben für die betrachteten Werte J ^nd ri nur die eine Wurzel x^ ge- 
meinschaftlich, die auch der Gleichung F(x^ »y, 1) = genügt. Daher 
kaun man 

Xi -= -8(1, n) 

setzen, wo B, eine rationale Funktion von §, 17 und den Koeffizienten von 
^1 » ^2 » ^Iso auch den Koeffizienten von qpj , qpj, , qpg und F ist. Ebenso 
folgt aber 

2/1 =-ßi(l,^) 
und da diese Gleichungen für alle Werte (iCj , y^) gelten, für die 
F{x^ y, 1) =« befriedigt wird, bis auf die speziellen, für welche 
mehrere Wurzeln y (oder x) von F{x^ 2/» 1) = einander gleich werden, 
dieses aber nur eine endliche Anzahl von Werten ausschliesst, so gut 
allgemein 

a? = i«(l,i?), y = i2i(§,i2) 

und wenn man die beiden rationalen Funktionen auf gleiche Nenner 
bringt, so kann man ^ 

^^3(g,72, 1)' ^ ^3(5,^,1) 

setzen, was die Gleichung (2) giebt. 
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u 
2v ^,- n i 



<y I, = 0, («i - ß,) &, (u — ß,) &, {u - ß,)e' ^^ ""' = q>,(u) 

6^^ = @,(u — y^) &, (u — y^) &, (ti — y^) = (p^(ti) 

setzen, wobei 

Uy, =0 

2Jßi == (i £1 — fiSl' 
(vgl. Anmerkung S. 247) angenommen werden kann, so dass 

_qp^)_ qp^ (w) _ _qp3 {u)_ 

X&A^)V' t^iW]^' KMJ^ 

doppeltperiodische Funktionen dritter Ordnung sind, die nur 
für u = unendlich von der dritten Ordnung werden. Dann 
liefern die Gleichungen (5) 

wo '^{(w) eindeutige doppeltperiodische Funktionen sind, die 
nur für u = unendlich werden. Ihre Ordnung kann, wenn 
man gemeinschaftlich in allen drei auftretende Faktoren in 
V eingehen lässt, n nicht übersteigen. 
Denn es ist für alle Werte von u 

also sind für jedes w die Werte vXi = ?P't(w) Koordinaten 
eines bestimmten Punktes von jF=0, und umgekehrt ent- 
spricht jedem Punkte von jP = ein ganz bestimmter Wert 
von w, denn zufolge (3) entspricht diesem Punkte ein be- 
stimmter Punkt von f=0 und diesem, wie wir wissen, ein 
bestimmter Wert von u. (Vgl. S. 252. Note 1.) 

Würde nun ^i(w) eine doppeltperiodische Funktion 
^'ter Ordnung sein, so müsste sie auch für n Werte u^ u^.-.Un' 
verschwinden, d. h. die Gerade x^ = würde die Kurve 
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2^ = in n Punkten schneiden und da F von n*®' Ordnung 
ist, so muss n ^ n sein. 

Nun können aber nicht alle drei Funktionen ?P*,(w) von 
niedrigerer als der n*^° Ordnung sein, denn dann wurde jede 
Gerade, deren Gleichung 

ist, die Kurve in weniger als n Punkten treflfen, also könnte 
die Kurve nicht von n*®' Ordnung sein. 

Man kann daher 

u 

QX^= A^Si{n — Ci)S^(ti — r^) ...&i{u — Cn)e ^^ = ^3M 

setzen, wenn man den bei allen drei Funktionen W{n) auf- 
tretenden Nenner [(^i{u)y in q aufgehen lässt. Hiebei ist 



7* 



1 

n 



^6.- = ii'il — ftß', (6a) 



1 

n 



Es sind dann 



Xffi = ^'-ß — ^«ß« 



*i (w) $8 (w) *3 («*) 



> , (6b) 

[&Au)r' [©iWr' [©x(t*)r ^ ^ 

die doppeltperiodischen Funktionen w*®' Ordnung, von denen 
wir eben sprachen. 

Einem Doppelpunkte von F=0 entsprechen, wie wir 
sahen, zwei Punkte von f=0, also auch zwei verschiedene 
Werte von w; wir wollen diese Werte mit 

«lA> «2Ä • • • «di*d 

bezeichnen. Da nun für einen Doppelpunkt die Koordinaten- 
verhältnisse dieselben sein müssen, so müssen die Relationen 
statthaben 
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^a(r<<) = <tO^(ßi) i = 1, 2, 3 . . . \n(n - 3). 
^s(a,) = «0,(^0 

Durch die ^w(w — 3) Doppelpunkte ist nun gerade eine 
Kurve der (w — 3)*®° Ordnung bestimmt, deren Gleichung 

sei. Diese schneidet die F=0 ausser in den Doppelpunkten 
nicht mehr, daher wird die doppeltperiodische Funktion 
n(n — 3)*®' Ordnung 

'^ ^ \[öiwr' [®,wr' [ö,(u)]v' 

die nur für w==0 von der w(n — 3)*®° Ordnung unendlich wird, 
für die w(n — 3) Werte 

«i = «/, jS,-, i = 1 , 2 . . . i«(w — 3), 

verschwinden, oder es ist 

.^)=^ ^^^(^)j„(,_3) e ii (7) 

die doppeltperiodische Funktion n{n — 3)*®' Ordnung, und 
daher muss 

d d 

^ai+2ßi = c'£l — c£l', d = |n(n-3), (8) 

1 1 

sein (Cy c ganze Zahlen). 
12. Es sei 

/(^l? ^29 ^3) *^ ^ 

die Gleichung einer beliebigen Kurve m*®' Ordnung, welche 
durch ä' Doppelpunkte der Kurve jF=0 geht, denen die 
Argumente 

angehören, während sie durch die % = ^n{n — 3) — jr' 
Doppelpunkte mit den Alimenten 

«Ä'+l^/t'+l, CCn^2ßn'-{-2y . . . CCdßd 
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nicht hindurchgeht. Dann ist 

\[ö,wr' [öiwr' [öiWiv ^' ^ 

eine doppeltperiodische Funktion der mn^^ Ordnung, die nur 
für M = unendlich wird, und für mn Werte u ver- 
schwinden muss. Da aber die Werte 

i = 1 , 2 . . . jr' Punkten von JP = angehören, die auch auf 
f=0 liegen, so wird fi{u) für diese 2jt Werte verschwin- 
den, also nur noch für 

k = mn — 27t 
andere Werte von u null sein, die mit 

bezeichnet sein sollen. 
Dann wird 



S, (M - t*i) ©1 (M- w,) . . . 9, (m - u^) YJ^i (^ - «/)®i (w— ft) 



2« -.^Jti 



sein und 

* n' 

2''' +^(«^- + ßd = ^''^ -- ^^'- 

1 1 

Da für 

u = «ä'+ä und u = i3;t'-fÄ, (A = 1, 2 . . . jr) 

die Koordinaten Xiix^^ix^^ dieselben Werte annehmen, so 
muss auch 

/i («^'+a) = fiißn'-^h) , A = 1 , 2 . . . 3r , 
sein. Nun ist 

Ar n 



fi{cc„'^h) = Ä -~~ 



2/1 



4-Ä 



[®i(«;r'+Ä)r'' 



C 



ii 



n 



/;03„.+,) = A -' ' i" -^ 
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und daher muss 



/"».«»»'+A-«.) 






'+* ^•■' „ /*«■+*-««•+* 



2/. !-^ ^«< 



'„•+*) J /t (A) 

1 

und 

^1+^2 + ^3 h ^* = 

1 
sein. Aus 

^«.- +2'('''- + '*■) = f*'^ - f*^' 

und (8) 

2(«.- + A) +^ («»-+» + ß^+») = cil-cSl 

1 1 

folgt näinlich 

^Ui =2(a^+, + ß„.+,) + (^' - c)Sl - (ft - c)a'. 



1 1 



Es sind also zwischen den k = mn — 27t Argumenten 
Ui der Schnittpunkte der Kurve m*®' Ordnung mit der Kurve 
^ter Ordnung ;r + l Relationen (A) vorhanden, die höchstens 
ITT + 1 der Argumente bestimmen, wenn die übrigen 

k — X — 1 = mn — 2x' — tc — 1 

gegeben sind. Ist nun m> w — 3, so gehen durch 

mn — 27t — X — 1 

beliebig zu wählenden Punkte auf F = und jr' Doppel- 
punkte noch Kurven m*®' Ordnung, von denen 

BoBBK, eil. Funktionen. 18 
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v=^m(m-\-S) — [mn — tc — tc — l]=^(m— n+l)(w— w + 2) 

Punkte beliebig in der Ebene angenommen werden können, 
und welche die F = noch in 

mn — [mn — 2ä' — Jt — 1] — 2ä' = ;r + 1 

Punkten schneiden. Zwischen den Argumenten dieser Punkte 
müssen aber die jr + 1 Gleichungen (A) bestehen, in denen 
die k — jr — 1 übrigen Argumente der Schnittpunkte für 
alle Kurven w*®' Ordnung fest sind, und welche daher die 
7t -\- 1 Argumente auch im Allgemeinen bestimmen, d. h.: 
Legt man durch % Doppelpunkte und mn — 2% — tc — 1 
feste Funkte der Kurve m*®' Ordnung mit \n{n — 3) Doppel- 
punkten [7t -\- 7t = ^n(n — 3)] beliebige Kurven m>n — 3*®' 
Ordnung, so schneiden alle die Kurve n*®' Ordnung noch in 
;r + 1 festen Funkten. 

Gehen die Kurven m^ Ordnung durch alle Doppelpunkte, 
ist also 7t =0, in welchem Falle sie dann ,adjungirte^^ Kurven 
heissen, so schneiden alle adjungirten Kurven m*^' Ordnung, 
welche durch mn — n(n — 3) — 1 feste Punkte und die d 
Doppelpunkte gehen, die Kurve n^' Ordnung noch in einem 
festen Punkte. 

Für die weitere Behandlung dieser Kurven vergleiche 
man: „Clebsch, üeber diejenigen Kurven, deren Koordinaten 
sich als elliptische Funktionen eines Parameters darstellen 
lassen". Crelle'sches Journal Bd. 64 S. 210. 
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